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Summary

In many applications of the binomial distribution, we can have an observed
variability larger or smaller than the expected variability. This variability is defined as
extra-binomial variability. Some models are introduced in the literature to fit extra-binomial
variability: beta-binomial models, correlated binomial models and mixtures of binomial
models. In this paper, we analyse these models using the Bayesian approach and using
Markov Chain Monte Carlo (MCMC) methods. We also consider models in the presence de

covariates. Two examples with real date are introduced.
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Resumo

Em muitas aplicagdes da distribuigdo binomial, podemos ter uma variabilidade observada
maior ou menor do que a variabilidade esperada. Essa variabilidade ¢ chamada variabilidade
extra-binomial. Alguns modelos sdo introduzidos na literatura para ajustar a variabilidade extra-
binomial: modelos beta-binomial, binomial correlacionado e modelos de misturas de
distribuigdes binomiais. Neste artigo, analisamos esses modelos sob o enfoque Bayesiano
utilizando métodos de Monte Carlo em cadeias de Markov (MCMC). Também consideramos

modelos na presenga de covariaveis. Dois exemplos com dados reais sdo introduzidos.

palavras chave: variabilidade extra-binomial, analise Bayesiana, métodos MCMC,

covariaveis.



1. Introducio

A distribuicdo Binomial é comumente usada para dados de contagens de y, sucessos
num total de nm, ensaios independentes, onde cada ensaio admite duas respostas possiveis,
sucessos ou fracassos. Contudo, em muitas aplicagdes podemos ter uma variabilidade observada

dos dados maior do que a variabilidade esperada quando consideramos a suposig¢do ordinaria de

uma distribuigdo binomial b(n;,p) para Y, (varidvel aleatoria que representa o nimero de
sucessos em 7, ensaios), i =1,....,/N . Essa variabilidade € chamada variabilidade extra-Binomial

(ver por exemplo, Skellam, 1948 ; Altham, 1978 ou Rudolfer, 1990).
Alguns modelos tem sido propostos na literatura para ajustar a variabilidade extra-
Binomial. Entre eles se destacam os modelos Beta-Binomial, Binomial Correlacionado e

misturas de distribui¢des Binomiais.

Com o modelo Beta-Binomial (ver Skellam, 1948), a variabilidade extra-Binomial ¢é

originada pela distribui¢gdo de probabilidade na probabilidade de sucesso p da distribuigio
Binomial. A distribui¢do Beta com parametros @ e £ ¢ a distribuigdo escolhida para p e a

fungdo densidade de probabilidade para a variavel ¥,, dado n,, @ e £, é dada por,

2 n, r(a+13) r(a+yi)r(ﬁ+ni_yi)
S0, /n.e. f) (y,)r(a)r(ﬂ) o) e

(densidade Beta-Binomial)

O modelo Binomial Correlacionado (ver Altham,1978 ou Kupper & Hasemam, 1978)
assume que a fonte da variabilidade extra-Binomial ¢ dada pela correlagdo & entre as variaveis

binarias X,,X,,...X,, deY,. Neste caso a fungdo densidade de probabilidade de Y,, dado n,,

o e p, ¢dadapor,

16 m.8.0=( o o [l na eno-dnp) @



Uma terceira possibilidade de modelagem para ajustar a variabilidade extra-Binomial é

considerar que a contagem de sucessos y, € supostamente gerada por uma mistura finita de
distribuigdes Binomiais (ver Hsiao, 1994). Ou seja, a observagdo y, origina-se de uma entre ./

categorias mas a fonte exata ¢ desconhecida. Considerando o caso particular ./ =2 (mistura de

duas Binomiais), temos,

fi1n,6,,6,,7)= 7{”" j@l.v, -6, +(1- ﬂ{ni ]62)" (1-6,)"™ (3)

Vi Yi

Neste artigo, esses modelos sdo analisados sob o enfoque Bayesiano, através dos métodos
de Monte Carlo em Cadeia de Markov (MCMC). Em particular, utilizamos os algoritmos Gibbs
Sampling (ver por exemplo, Gelfand & Smith, 1990) e Metropolis-Hastings (ver por exemplo,
Smith & Roberts, 1993) para obter estimadores de Monte Carlo das quantidades a posteriori de
interesse dos parametros. Utilizamos o critério de Gelman & Rubin (ver Gelman & Rubin, 1992)

para o diagnostico de convergéncia das amostras geradas por esses algoritmos.

2. Analise Bayesiana do modelo Beta-Binomial

Assumindo o modelo Beta-Binomial (1), consideramos as seguintes distribui¢des a priori

para os parémetros:

(i) a~TI(a,b); a,b, conhecidos
4)
(i) B ~T(a,,b,); a,,b, conhecidos

onde I (a, b) denota uma distribuigdo gama com média % e variancia % 5 -

Considerando que as distribui¢gdes a priori para os parametros sdo independentes, a

densidade a posteriori conjunta para a e f ¢ dada por,



- o g0 gaal p-bib r(a+,3) o r(a+yi)r(ﬂ+ni—yi)
(“’f”{”'z) e {r“(a)'r'(ﬂ)} H[ Ha+ gon,) (%)

onde: y=(y,,...,yN) e }]:(n],...,nN).

A partir de (5), encontramos as distribui¢gdes condicionais a posterioride a e £, que sdo

necessarias para o uso dos métodos MCMC. Essas distribui¢gdes sdo dadas por,

® #{al ﬂ’f”fj““aﬂe-b'a{r%(%)ﬂ—)pﬁ[%}

i=1

=t epl Mioglr o+ ) Nl @)l Sloelra--y, - oglr e+ -4,

ou afal By )< ey, by, (e )

onde:

e ) =exp{ W1oalra-+ ) NioglF @+ St +5)}- Stoslr( )

s a,-1 b, F(a+ﬂ) A r(ﬂ+ni_yi)
(ii) n(ﬂ/a,{/,{;)ocﬂ e /’{————r(ﬂ) } g[——_r(a+ﬂ+ni)}

ox Borle exp{Nlog[l"(a + B)]- Nlog[l'(8)]+ glog[l"(ﬂ +n,-y,)]- Z::log[l“(a +p+n, )]}

ou ﬂ(ﬂ/a,y,i])mr(az,b:)‘//z(aaﬁ)

onde:
v )= exp{Nnog[r<a+ P Nioslr ()l Fiodlr (8-, -] joslr (s )1}

(6)



Como as distribuigdes condicionais para @ e £ ndo apresentam formas de distribui¢des
conhecidas, utilizamos o algoritmo Metropolis-Hastings para realizar a simulagdo das amostras

dos parametros e fazer as inferéncias desejadas.

3. Andlise Bayesiana do modelo Binomial Correlacionado

Assumindo o modelo Binomial Correlacionado (2), consideramos as seguintes

distribui¢des a priori para 0s parametros:

(i) 6 ~U(a,b) ; a,b conhecidos
(7
(i1) p~Beta(c,a’) ; ¢,d conhecidos

onde U(a,b) denota uma distribuigio uniforme no intervalo (a,4) e Beta(c,d) denota

e variancia e )
c+d (c+d)*(c+d+1)

uma distribui¢do beta com média

Assumindo independéncia a priori para os parametros, encontramos a densidade a

posteriori conjunta para 6 e p dada por,

N
N

C+Zy:—l +N n-y, o 2
fr(&p/{"})xp = (1-p)f §(:“*'H{1+m[(y.-—n,-p) +y,-(2p—l)-n,-1?2]} (®)

i=]

onde: y=(y,...0) e n=,.,ny).

Portanto, as distribui¢des condicionais a posteriori para os parametros 6 e p sdo dadas

por,



@
f(ornsn)= [Tt lo-noP e ao-0-nr]

ou n(a/ p.Y, nj o< Ula,bjy(8, p)

(i)
c+iy,- y
(progn)er™ - pyEe o el =m0y +06o-0-ns])

i=1

ou n(p/é‘ y,n)oc Beta[c+Zy,,d+Z(n —y,))y/(é p)

i=] =1

onde: w(5,p) e li[{l + L_p)[()’. —np) +y, 2p-1)- ”;PZ]}

2 p(l
9

Como as distribuigdes condicionais para § e p ndo apresentam formas de distribui¢des

conhecidas, utilizamos o algoritmo Metropolis-Hastings para realizar a simulagdo das amostras

dos parametros e fazer as inferéncias desejadas.

4. Analise Bayesiana do modelo de mistura de duas distribuicdes

Binomiais

Para simplificar a analise Bayesiana do modelo de mistura de duas distribuigdes
Binomiais (3), introduzimos no modelo variaveis ndo observaveis Z,, (i :1,....,N), também

chamadas de variaveis latentes.

A variavel latente Z,, (i = lN) ¢ definida como:

1 seai-ésima observagio foi gerada da primeira distribuigdo Binomial
10 seai - ésima observagdo foi gerada da segunda distribui¢io Binomial



ou seja, Z, tem uma distribui¢do de Bernoulli com probabilidade de sucesso dada por,

”[ni ]9 (-6,
Yi

ni ) n—y; ni i =y
ﬂ(yije,» (-6, +(1_ﬂ)[yija; (i-6,)

A fungdo de verossimilhanga simplificada com a introdu¢do das variaveis latentes

(z,,i=1,..,N) édada por,

3 1 N N i l-zi
L(n,l?,ﬂz,fr/y,z):;r; 1- ”N‘Zl:‘l—[{[( Jg (1-86,)" nj ((”i}ezy,(l_ez)n‘-xj j|
i N - Yi

(an

h. = P(Z,. = l/y,.,n,._,el,ﬁz,ﬂ):

(10)

A partir dai, desenvolvemos uma analise Bayesiana para o modelo de mistura de duas

distribui¢des Binomiais, assumindo as seguintes distribuigdes a priori para 0s parametros:

(i) 6, ~Beta(a,,b,)
(i) 6, ~ Beta(a,,b,) (12)
(iii) 7 ~ Beta(c,d)

Assumindo que as distribuigdes a priori para os parametros #,, 8, e x sdo

independentes, encontramos a densidade a posteriori conjunta para &,, €, e 7, dada por,

> s
g(&l ,0,,7/n,y, ‘E) w6 (1-6,)70x"(1-6,)" 2z 1 -2)"' 27 (1- n)N"E"

(- (e

ay+ S e N ay+ 3 (1=z )31 Sy L ”i:" ) i S
o 9] I-Zly 1(1 _ 6! )b| +g:5i("i -y 92 ; (1 . 92 )b?.+§(l“~i)("i =i )l P (1 — ”)d N ;" :

(13)



Portanto, as distribui¢des condicionais necessarias para o uso dos métodos MCMC sdo

dadas por,

aﬁiyiz,—l N '
(1) g(91 16,,7,n,2, y)oc@l = (1-6, )h-+§z,(m—)‘)-l

"2*%(]“‘5? i1 g y
(ll) g(ez /9] 57T, I:I, E, y) oC 02 inl (1 _ 92 )bz»i-g(] -z m—y; 1 (14)

csz:z, 1 N 3
(iii) g(n/&,,&z,n, z, y)ocn R (B e

Como as distribuigdes condicionais para os parametros ,, 6, e 7 apresentam formas de

distribuigdes Beta, utilizamos o algoritmo Gibbs Sampling para realizar a simulagdo das

amostras dos parametros e fazer as inferéncias desejadas.

O algoritmo computacional para gerar amostras dos parametros &,, 8, e = baseado na

introducdo de variaveis latentes € dado pelas seguintes etapas:

(i) Dados os valores iniciais 8\”), ") e z*)| gerar uma amostra (z,, z,,..., z, ) a partir da

distribui¢@o de Bernoulli p/ z, com probabilidade de sucesso,

,,(o)("f J(Q](O))r"‘ (1 _ 91(0))":-}',
y

i

”(O)[ZZ ](91(0) Vi (1 _ el(o))",-:v. 3 (1 _ ”(0)(:2 J(ego))n (1 _ 92(0)),.,._,,,

h =

N N
(i) Gerar 0" a partir da distribuigdo Bet{arl +3y,2,b, + 2 z,(n, -y, ))
i=1 i=]
N N
(1i1) Gerar 6§” a partir da distribui¢do Bet{az +>y.(-2)b6,+>01-2)n -y, ))
i=] i=l

N N
(iv) Gerar 7" a partir da distribuicdo Beta(c +Yz,d+N- ZZ,-)
i=1 i=)

Repetir (i)-(iv) até gerar uma amostra de tamanho S.



Resultados similares sdo obtidos para misturas finitas de mais de duas distribuigdes

binomiais.

S. Discriminacido dos modelos

A verossimilhanga marginal é uma ferramenta de grande importdncia numa analise
Bayesiana quando estamos interessados na construgdo de testes de hipoteses e na discriminagdo
dos modelos. Para um modelo representado por M , a verossimilhanga marginal é definida na

forma,
p({’/M): J‘L@M’M)”@M/M)@‘?M (15)

onde: L(é_’ M ) ¢ a fungd@o de verossimilhanga para o modelo M ,
M

e IM ) ¢ a distribui¢do a priori conjunta para os parametros do modelo M ,
M

e @ ¢ o vetor de parametros do modelo M .
~M
Quando nosso objetivo € a comparagio de dois modelos M, e M, , utilizamos o fator de
Bayes B,, , que ¢ definido como a razdo das verossimilhangas marginais desses modelos, ou

seja:

(16)

Desta forma, o fator de Bayes é um valor numérico baseado nos dados, que esta a favor
de um determinado modelo estatistico e contra um outro modelo. Um interpreta¢do do fator de

Bayes sugerido por Kass e Raftery (1995), ¢ dado pela tabela a seguir.



Tabela 1: Interpretagdo do fator de Bayes.

B 2log B,, Evidéncia a favor de M,
%1 <0 Negativa (apoia M,)
13 02 Vale ser mencionada
320 26 Positiva
20— 150 610 Forte
>150 >10 muito forte

Pela tabela 1, concluimos que quando a verossimilhanga marginal do modelo M, for
maior que a verossimilhanga marginal do modelo M,, ou seja quando 5, >1, o modelo M,

apresenta um melhor ajuste dos dados.

Para o caso de » modelos, M,, M ,,...,M, escolhemos aquele modelo que apresentar a

maior verossimilhanga marginal.

6. Variabilidade extra-Binomial na presenca de covariaveis

Se variaveis explanatorias estdo presentes, usualmente consideramos regressdo logistica
para modelagem. A variagdo residual, contudo, pode se maior que a variagdo esperada, o
caracteriza a existéncia da variabilidade extra-Binomial (ver por exemplo, Williams, 1982).

Na presenca de um vetor x = (x,,.....x, ) de covariaveis, o modelo de regressio logistica é

dado por,
Yiln,y,,x; Nb(ni’pi) (17)
B'x; &
e - , .
onde p, =T px > B'x. =P, +Z:B1xli 5 b=l N
l+e - T =l

10



Vamos assumir os mesmos valores para as covariaveis x, =(x,,..,x,) para as n,

observagdes na distribui¢do b(n,-,p), je=l N
A variagdo residual contudo pode ser maior do que a variagdo esperada assumindo o
modelo Binomial, quando todas as covariaveis do modelo sdo ajustadas.

Para modelar a variagio extra-Binomial na presenga de covariaveis, assumimos o modelo

Binomial Correlacionado (2), onde:

P, =y./In, ,,/3 5):( jp,v’(l p,)""‘-""A(I;i,yi,xi,,{;,a) (18)
onde Ai(ni’yi’xi’ﬁ’a): 2_(1——[()) np,) +yr(2p: l)_nipiz]’
Ul pl
/"Il
e- :
pi=——+ B =(B0.BB), i=1...N.
[+e~ -

Observar que no modelo (18), assumimos que a correlag@o intra-classe entre as variaveis
Bindrias U,,....,U,, de Y = ZU,., ¢ homogénea e independente do valor das covariaveis x,,

i .

Assumindo independéncia a priori entre os pardmetros, consideramos as seguintes

distribuigdes a priori para 0s parametros:

Q) B, ~ Ny, 02): a,,02 conhecidos;
(i) B, ~ N(,u,,a,z) . 4,0, conhecidos; (19)

(iii) & ~U(a,b) ; a, b conhecidos ;

onde /=12,...k,e N(u,crz) denota uma distribuigdo normal com média « e variancia

11



Assumindo as distribui¢des a priori dadas em (19), utilizamos os métodos MCMC para

realizar a simulagdo dos pardmetros e obter as inferéncias desejadas.

7. Alguns Exemplos

7.1 — Um exemplo com dados genéticos

Nesta aplicagdo, consideramos os dados genéticos introduzidos por Skellam (1948), onde
o objetivo € a associagdo secundaria de cromossomos numa espécie de couve flor e repolho,
chamada Brassica.

As unidades observadas sdo 337 nucleos, sendo que em cada nucleo existem 3 pares de
cromossomos durante a meiose. Cada par pode ou ndo mostrar uma associagdo entre esses
cromossomos, ou seja em cada nucleo podemos ter 0, 1, 2 ou 3 pares de cromossomos
associados. As freqiiéncias observadas com 0, 1, 2 e 3 pares associados nesses nucleos sdo dadas
por 32, 103, 122 e 80, respectivamente.

Observamos que neste exemplo, a varidvel Y, representa o nimero de pares de

1

cromossomos associados no i-ésimo nucleo, 7=1,...,337. Assumimos para Y, os modelos

Binomial, Beta-Binomial (1) , Binomial Correlacionado (2) e mistura de duas distribui¢des

Binomiais (3), utilizando os métodos Classicos e Bayesianos.

Na tabela 2 apresentamos os resultados das analises Classicas dos modelos,

considerando os dados genéticos.

Tabela 2 — Resultados das anélises Classicas dos modelos para os dados genéticos.

Modelo Pardmetro EMV Int. Conf (95%)

Binomial 4 0,5806 (0,5502 ; 0,6110)
Beta a 6,1198 (0,9563 ; 11,2833)
Binomial B 4,4186 (0,6945 ; 8,1427)
Binomial P 0,5809 (0,5480 ; 0,6139)
Correlacionado 0 0,0883 (0,0214 ;0,1553)
Mistura de 2 6, 0,5138 (0,3738 ; 0,6538)
Distribui¢des 0, 0,8941 (0,3644 : 1)
Binomiais /s 0,8242 (0,2911 ; 1)

12



Na analise Bayesiana consideramos os seguintes valores para os hiperparimetros: modelo
Beta-Binomial (¢, =90, b, =15, a, =70 e b, =16), modelo Binomial Correlacionado (a =30,
b=20, ¢c=0 e d=0,5) e modelo de mistura de duas distribuigdes Binomiais (a, =30,
b =30, a,=20, b,=2, c=18 e d=4). Esses valores para os hiperparimetros foram

escolhidos apds uma analise preliminar dos dados.

Utilizamos os métodos MCMC para gerar amostras das distribuigdes a posteriori

marginais dos parametros.

Em todos os modelos geramos 5 cadeias de 2000 valores para cada parimetro, utilizando
as distribuigdes condicionais a posteriori. Para cada cadeia descartamos as primeiras 1000
iteragdes e consideramos a 10.%, 20.%,......, iteragcdes. A convergéncia do algoritmo foi verificada

graficamente e usando o critério de Gelman e Rubin (1992).

As estimativas Bayesianas de todos os modelos considerando os dados genéticos
encontram-se na tabela 3. Também sdo dados na tabela 3 os valores do critério de Gelman e

Rubin (GR) para todos os pardmetros.

Tabela 3 - Sumarios a posteriori para os dados genéticos

Modelo Parametro Média DP Int. Cred. (95%) GR

Binomial p 0,5805 0,0155 (0,5501 ; 0,6108)
Beta a 6,0839 0,5028 (5,0783 ; 7,0830) 1,0016
Binomial Jij 43901 0,3759 (3,7198 ; 5,2018) 1,0014
Binomial P 0,0883 0,0294 (0,0309 ; 0,1429) 1,0002
Correlacionado %) 0,5806 0,0166 (0,5487 ; 0,6110) 1,0026
Mistura de 2 6, 0,5159 0,0241 (0,4691 ; 0,5624) 1,0010
Distribui¢des o, 0,9067 0,0529 (0,7801 ; 0,9845) 1,0020
Binomiais V4 0,8316 0,0574 (0,6860 ; 0,9239) 1,0033

A tabela 4 apresenta o valor da verossimilhanga marginal exata do modelo Binomial e as

estimativas de Monte Carlo dos outros modelos obtidas para os dados genéticos.

13



Tabela 4 — Discriminagdo dos modelos para os dados genéticos

Modelo Estimativa da Ver. Marginal
Binomial 0,2149 x 10"?
Beta-Binomial 1,4615 x 107%°
Binomial Correlacionado 1,1294 x 107
Mistura de 2 distribuigdes Binomiais 1,4958 x 107*°

Observamos que os modelos Beta-Binomial, Binomial Correlacionado e Mistura de 2
distribuigdes Binomiais tiveram um comportamento semelhante no ajuste dos dados genéticos,
ao passo que ambos superaram o ajuste do modelo Binomial, indicando a presenga da

variabilidade extra-Binomial nesses dados.

7.2 — Um exemplo com covariaveis

Consideramos o experimento analisado por Crowder (1978), onde uma quantidade de
sementes € colocada numa placa coberta com um extrato numa dada diluigdo. Os niimeros de
sementes que germinaram € ndo germinaram sao anotados. Foram considerados dois tipos de
sementes (O. Aegyptiaca 75 e O. Aegyptiaca 73), dois tipos de extratos (feijdo e vagem) e

algumas réplicas para as combinagdes.

Apresentamos os dados desse experimento na tabela 5. Para cada réplica, temos o niimero

total de sementes (#,), o nimero de sementes que germinaram ( ;) e a propor¢do de sementes

que germinaram (y,/n,).

Tabela 5 — Dados de Crowder (1978)

(I) O. Aegyptiaca 75 (II) O. Aegyptiaca 73
Feijao Vagem Feijao Vagem
n; Yi yi/ni n; Vi yi/ni n; Y yi/ni n, Vi yi/ni
39 10 0,26 6 5 0,83 | 16 8 0,50 | 12 3 0,25

62 23 037 74 53 072| 30 10 033 41 22 0,54
81 23 0281 72 55 076 | 28 8 029 30 15 0,50
51 26 0511 51 32 063| 45 23 051 51 32 0,63
390 17 044 | 79 46 0,58 | 4 0 0 7 3043
13 10 0,77

14



Numa inspegdo dos dados da tabela 5, observamos uma significativa heterogeneidade
entre as proporgdes das réplicas e consideramos na analise dos dados a presenca de duas

covariaveis x;; € x,;: x,, assume os valores -1 para o tipo O. Aegyptiaca 75 e 1 para o tipo O.
Aegyptiaca 73 e x,, assume os valores -1 para o extrato de feijdo e 1 para o extrato de vagem.
Assumimos para a variavel ¥, (nimero de sementes que germinaram em #, sementes), 0s

modelos de regressdo Logistica (17) sem assumir a presenca de variabilidade extra-binomial e o

modelo Binomial Correlacionado (18), considerando as covariaveis x,;, x,; € a interagdo x,; x,, :

e Bot Byt Brxyi+ Byxiixy

pi - 1+eﬂo+ﬂ1XI1+ﬂz.!'21+ﬂ3xll~°:l 2 para I 7= 1”21 (20)

Na tabela 6 apresentamos os resultados das analises Classicas dos modelos, considerados

com covariaveis.

Tabela 6 — Resultados das analises Classicas dos modelos para os dados da tabela 5.

Modelo Pardmetro Média Int. Conf (95%)

B, -0,0206 (-0,1708 ; 0,1296)

Regregséo B, -0,1216 (-0,2718 ; 0,0286)
Logistica ;

B, 0,4646 (0,3144 ; 0,6148)

B, -0,1945 (-0,3447 ; -0,0443)

5 0,02085 (0,0033 ; 0,0384)

B, -0,0562 (-0,2410 ; 0,1286)

" Biflloﬁmal ; B, -0,1557 (-0,3422 ; 0,0307)

orrelacionado B, 0,4214 (0,2279 ; 0,6150)

B, -0,2003 (-0,3843 ; -0,0163)

Na analise Bayesiana consideramos apos uma analise preliminar dos dados, os seguintes
valores para os hiperparametros: modelo de regressdo logistica (4, =0,05, o; =0,2, g, =-0,2,
0:=02, u,=03, 0;=0,2, u,=-03 e o; =0,2) e Binomial Correlacionado (z, =-0,05,
ol =01, u=-015 o =01, @=042;, o;=01, p==02, c2=01, a=0,015 e

b=0,025).

e



Utilizamos os métodos MCMC para gerar amostras das distribuigdes a posteriori

marginais dos parametros.

Nos dois modelos geramos 5 cadeias de 2000 valores para cada pardmetro, utilizando as
distribui¢des condicionais a posteriori. Para cada cadeia descartamos as primeiras 1000 iteragdes
e consideramos a 10.%, 20.%......, iteragdes. Usando o critério de Gelman e Rubin (1992), foi
observado o convergéncia do algoritmo Gibbs Sampling (valores do critério Gelman e Rubin,

GR sdo dados na tabela 7).

As estimativas Bayesianas dos modelos considerando a presenga de covariaveis sio dadas

na tabela 7.

Tabela 7 — Sumarios a posteriori para o exemplo com covariaveis

Modelo Pardmetro Média DP IC (95%) GR

B, -0,0144 0,0691 (-0,1501 ; 0,1265) 1,0002

Regressao B, -0,1268 0,0711 (-0,2638 ; 0,0144) 1,0005
Logistica B, 0,4398 0,0648 (0,3163 ; 0,5666) 1,0006
B, -0,2155 0,0704 (-0,3604 ; -0,0865) 1,0010

5 0,0201 0,0028 (0,0152 ; 0,0248) 0,9999

B, -0,0503 0,0658 (-0,1878 ; 0,0702) 0,9998

Binomial B, 0,16 0,0635 (-0,2857 ; -0,0447) 1,0001
Correlationals B, 0,423 0,0626 (0,3109 ; 0,5532) 1,0007
B, -0,1998 0,0615 (-0,3256 ; -0,0704) 1,0004

A tabela 8 apresenta as estimativas de Monte Carlo da verossimilhanga marginal obtidas

para este exemplo com covariaveis.

Tabela 8 — Discriminagao dos modelos para o exemplo com covariaveis

Modelo Estimativa da Ver. Marginal
Regressdo Logistica 4,1349 x 10'2'5
Binomial Correlacionado 6,6823 x 102

Observamos pelo resultados da tabela 8 que o modelo Binomial Correlacionado na

presenga de covariaveis, se ajustou melhor ao dados introduzidos por Crowder (1978) do que o
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modelo de Regressdo Logistica. Também observamos que considerando o modelo Binomial

Correlacionado, as covariaveis x,;, X,, € a interagdo x,, x,, tem efeitos significativos.

8. Conclusoes

O uso dos modelos para ajustar a variabilidade extra-Binomial é necessario em muitas
aplicagdes, quando a variagdo observada é maior do que a variagdo esperada a partir da
suposi¢do Binomial. Também, em muitas aplicagdes, podemos ter a presenga de covariaveis.

O uso dos métodos MCMC ¢é apropriado para obter sumarios a posteriori de interesse

desses modelos.
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