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RESUMEN

El propésito del desarrollo de este trabajo es el de probar que
un difeomorfismo de Anosov transitivo es intrinsicamente ergédico y
algunas de las propiedades de su medida intrinseca.

Se desarrolla una teoria sobre una clase mas amplia de
homeomorfismos llamados los homeomorfismos hiperbélicos de los cuales
un difeomorfismo de Anosov es un caso especial.

En primer lugar, se muestra en el teorema [2] que un
homeomorfismo hiperbélico transitivo es equivalente a un subshift de

tipo finito determinado por una particién de Markov.

Por ultimo, se prueba el Teorema de Bowen - Sinai que dice:

" Todo homeomorfismo f hiperbdlico y topolégicamente mixing es
intrinsecamente ergédico y ademds su entropia topolégica es:

h (f) = lim = log # Fix (f") »
top n

n->0



HOMEOMORF ISMOS HIPERBOL I COS

Definicién 1. Sea X un espacio métrico y f:X— X un homeomorfismo.
Definimos:
(i) Conjunto ¢ -~ estable de un punto x € X,
| W:(X) ={yeX/df"yfx) <e Vnz=o0).
(ii) Conjunto £ - inestable de un punto x € X,

W:(x) ={yeX/ df"y,f(x) <e ¥Yn=0)}).

Definiciéon 2. f es un homeomorfismo hiperbdlico de X si existen £, > 0,

K>0y0<a<1tal que:
(a) df"x),f"y)) =KA" ¥YxeX ye W:(x) ynz 0.
O af™x), F ) = KA~V x e X,y e W;(«x)*y nz 0.

(c)3d>0/ % w: (x)nw: (y) =1 s.q. d(x,y) < 8.
] 0

Ejemplo I (Automorfismos Hiperbélicos del Toro)

Sea f: T — T",
Def. f es un automorfismo hiperbélico cuando Esp(f ns' = 4),
Def. El levantamiento de f es E :R"— R" / es conmutativo el
diagrama:

2] e T —L 5T

A A
K K
ze R" ——L—MR"

A -1 . . : :
y f = w ofom es un isomorfismo local y n es un difeomorfismo local.
Consecuencias

Como f es un isomorfismo lineal hiperbélico (Esp(f)nS'= $)



s 3 descomposicién R" = E* @ E" / Df (E°) = E, D;’(E") =E" (1)

y Esp(f]gs) < (sH° y Esp(f| ) < (51" (2)
Def.

E_={yeE /[[f'®|]=¢e Vn=z0})

E:=(yeE"v/ [1f")|] s YVn=o0)

Afirmacién 1
EZ es una vecindad del O en E".

E:: es una vecindad del O en E".

Prueba

u

n £(B_(0) E' = n £ (B _(0)).
>4 £ f >4
nZ0 n<0 ]

o
]

Afirmacién_ 2 [4, pag 166-172]
Para e pequeiio vale: W:(x) = H(p+E:)
S D - .
We(x) = rl(p+Ee) -3)

donde I(p) = Xy

Afirmacion
f es un difeomorfismo hiperbélico.
Prueba
Sea £ dado en la afirmacién 2, probaremos: 3 g, >0, K>0, 0<
A <1 tal que:
(a) d(f"(x),f(y)) <KA" V x e T,y e W.(x), nz 0.
) df"x),f"(y) <KA" VxeT, ye W:(x), n = 0.

(c)3s8>0/ #% w: (x)nw; (y) =1 s.q. d(x,y) < 8.
0 0
(a) y (b) se obtienen de (2).

(c) es consecuencia de las afirmaciones (1) y (2).
.



Ejemplo II. (Subshifts de Tipo Finito)

Sea A un subshift de tipo finito,

A={0 =100y 3¢ =1}
donde A =[a,.] ,a.,=0061L
1) nxn 1)
Dotamos a A de la siguiente métrica:

de,a) = ¥ 1|m|do(e(m),a(m))
4

meZ

0 si alm) = 6(m).

donde 8,« € A y d (B(m),x(m) = { 1 si a(m) # 6(m).

Afirmacién 1
Si €, = 2/3 se cumple:
d(a,B) < g, a(0) = B(0).
Prueba
(=) Si a(0) = B(0), do(a(O),B(O)) = 1. Luego d(a,8) > 1 y por lo tanto
1<273. (¢).

() a(0) = BO) » d@B) =2 T, l| | do(m)Bm) < 2 % . l|m| =
me€Z 4 meZ 4

2/3.
n

Afirmaciéon 2

(i) w: () = { « / a(n) = 6(n), n =0 }.
0

(ii) w: (0) = { « / a(n) = 6(n), n =0 }.
0
Prueba

() aeW () e d(e*(@),c"@) < e, Vk=z0
o

1 k Kk
= =, 1d (¢ (@)(m),c (8)(m)) < € .
m£Z+ 4|m| () o

o dcX(a)(0),65(8)(0) =0 V k =0 (af. 1)

o*(e)(0) = a(k) V k = O.

& d(a(k),6(k)) =0 V k =z 0.



(i) o € w: (0) e de*(a),c"(8)) < e, Vks0
0

&= d(crk(oc)(O),crk(e)(O)) =0 Vk=0

& dla(k),0(k))

I

0O Vk=o0.
]

Afirmacién 3

Cumple (c), i.e.,

R S u
3 €, = 2/3, 8>0 / # Weo(x)nweo(y)

1 s.q. d(x,y) < 8.

Prueba

1A

Tomo €, = 2/3 y d(x,y) €, XY € A.
Entonces, x(0) = y(0).

Defino z(n) /

_[(xtm)n=0
> (zn) eAyze W: (x)nwz (y).
0 - 0-
Af Por definicién :
zZ e W: (x) pues z(n) = x(n) V n = 0.
0
Z € W:: (y) pues z(n) = y(n) V n = 0.

0

y es Unico: por af. 2.

Sup. 3w e W: (x)nwz (y) = w(n) =x(n) VvVnz=0 wih)=yn Vns=DoO.
0 0

> W = 2,

Por lo tanto se verifica (c).
N

Afirmacién 4

(a) 3 €, >0,K>0 0<aA<1/de"(x),e(y) <K\ Vx vye

s >
Weo(x) ynzoO.

(b) 3 €, >0, K>0 0<2a<1/de"x),e(y) <K\" Vx ve€



W:(x)ynso.
0

Prueba

Ao (x),6%(y) = 2(1/78)%d(x,y) k=20, x € A, y € W (x).
0

v

> d(e*(x),0%(y)) = 280(1/4)k k=0

de*(x),0%(y) = (e *dx,y) k=0, x €A, ye W (x)

(4]
= 280(1/4)—k

1A

d(crk(x),crk(y)) 280(1/4)-k k=0

por lo tanto, ¢ : A—> A es un homeomorfismo hiperbélico..

Ejemplo III. (Conjuntos Hiperbdlicos)
Def. Dado un difeomorfismo f de una variedad M, decimos que A < M es un

conjunto hiperbdlico si:

,(i) A es compacto, invariante (f(A) = A)
(i) TM=E°@E" VXeA

x . X y
S

f(x)
u

u —
(Dxf)(Ex) =E 5

(iii) I K>0,0<A <1/ (Dxf)(E;) = E

n

n s
|| fOE || = Ka
n

|| f™MEY|] = Ka
X X

VXxeA VnzoO.

Si VAV:(X) {yeM/ df"x),f(y) <e Vnz=0}y

\?v:(x) {yeM/ df"x),fy) <e Yn=0},

denotamos a la variedad estable e inestable de f | A como:

s " s
Ws(x) Ws(x)nl\

Wi (x) = Wix)nA.
€ €
De la Teoria de Dindmica Hiperbdlica tenemos los siguientes

resultados:



(a) (Teorema de Variedad Estable, Inestable para Conjuntos
Hiperbélicos)
Los conjuntos W;(x) y W:(x) resultan ser discos diferenciables

tangentes a E:, E: en el punto X y que varian continuamente con x.
(b) Si 8 es suficientemente pequefio = W:(x)nwz(y) =p V x,y /7 dxy) <

3.

Def A tiene estructura de producto local si:

Dado € >0, 33 >0 / w:(x)nw:(y) c A Vxy /dxy) < 8.

Afirmacién Si A es un conjunto hiperbdlico con estructura de producto
local = f | A €S un homeomorfismo hiperbélico.
Prueba

(a) y (b) se deducen de la condicién (iii) de la def. de
conjunto hiperbélico.

(c) se deduce del resultado (b) y de la condicién~de producto.

local..
n

Ejemplo IV. (Difeomorfismos de Anosov)
f: M— M es un difeomorfismo de Anosov sobre una variedad compacta
M sin borde cuando, 3 K > 0 y 0 < A <1 tal que:
TM=E oE VxeMy
x x v
() D fE") = E> y 0 NEY = E.
b4 X X X X X
se n n
(ii) ||Dxf |Es|| < Ka
X

n

|ID 7| ul | = K™
X

Obs: Es un caso particular del ejemplo anterior; luego todo

difeomorfismo de Anosov es un difeomorfismo hiperbélico.



- Sean €, > 0, 8 > O constantes como en la definicién de homeomorfismo
hiperbélico.

- Sea 61 (0 < 61 < min (6,80)) tal que diam(f(B)) < min (1/26,80) y
diam(f(B)) < min (1/26,80) siempre que diam(B) = 61. Esto 1ltimo

debido a la continuidad uniforme.

Def Decimos que R ¢ X es un rectangulo si diam(R) = 8 y:

W: (x)nwz (y) e R. ¥ x,y € R.
0 0

Obs Como & <& = W:: (X)r'\W: (y) =peR.
0 0

Def Si x € R, definimos: W*(x,R) = R n WZ (x)
[}

wW'x,R) = R n w: (x).
(o]

Def R es un rectangulo proépio si R = R.

Def “SiR “es uir rectdngulo; decimos que:
(a) Ro < R es un s-subrectangulo de X si es un rectangulo y
X € R » W(xR) = W(xR).

(b) Ro < R es un u-subrectangulo de X si es un rectangulo y

xeR Wu(x,Ro) = WY(x,R).

Defs
Una particién de Markov de X es una colecciéon R = (Rl,...,Rm) ~de
rectangulos propios tales que
() RNR, ¢ 8RN3R _, 1 # j.
g P
(b) x € Rlnf‘_l(intRj) > fW'(x,R ) ¢ W(F(x),R)
x € Rf(intR) = £HW'(x,R)) < Wu(f-l(x),RJ)
. Matriz de incidencia A_ = (a_ ) (asociada a R) esta definida como
R ij mxm

= i f(R)nintR = ro en otro caso.
3, 1 si f( l) intR| ¢ yece



Teorema 1 (Bowen [2]) Todo homeomorfismo hiperbélico transitivo posee

una particién de Markov..

Teorema 2. Sean f: X— X un homeomorfismo hiperbélico y R =
{Rl,...,Rm) una particién de Markov y Ap su matriz de incidencia.

Entonces:

.V 8 eBAy) #nf (R, )=1

ez e(n)

N ' -Nn ,
La aplicacién 1T : B(Aﬂ)—a X, 6 >-:sz (Re(n))’ es contmua» y

satisface:
(I) TTeo = foll
(II) T es sobreyectiva

(III) V p € fdo(B(st)) ergodica y positiva sobre abiertos

tenemos p{6/ #I'1(6) > 1} = O.
(Iv) Ttop‘olégicamente"mixiﬁg' » ¢ tambien lo-es
-1 2
(V) #TT (x) =m", VxelX
Demostracién
Observacién Un s - subrectdangulo y un u - subrectdngulo de R no vacios
se intersecan: sean Ro un s-subrectangulo y Rl un u-subrectangulo,

S u
X € Ro’ y € R1 >pe€ Weo(x)nweo(y) € R

S S
p € weo(x)nR W%(x)r\R0 3> p € R0

u u
p € Weo(x)nR Weo(x)r\R1 > pe€ Rl

Luego, Roan # ¢. Ahora,

"R, V= Af"R., InAf R, )
nQZ e(n) ngo e(n) nQO (n)

Af 0 R
nx0

) es s-subrectangulo no vacio de R

e(n) e(0)

10



N
Basta probar que (¥*) O f -n(Re(n)) es s-subrectangulo no vacio, V N.
n=0

Dem. por induccion: Suponga que (*) es valido para N = k.

k+1
n IR
n=0

" k+1 1
nflnf (R
n=0

) = ))

o)’ = Re(0) 6(n)

k
_ -1 -n
= Ryio) (nr_]of R nar)”

Resultado: S subrectangulo de R > Re(n)nf-l(S) es s-subrectangulo

o(n+l)

de Re . (Ver [1]).

(n)

k+1

-n 2
Luego nof (Re(n+1))) s-subrectangulo de RB(O)'

n=

k+1
Af: 0T (Rgy) * ¢
n=0

)nintR )

dem: Sean x € f(R o(n+1)"

6(0)

K
o) Y € ,,Dof (R

X¥-€ Rgpy= P W%(x)nw eo(Y)

- W',R ))

(1) 6(n+1)

K k
) = W (y,ngof (R ) > pe W (x)n(n[;]of (Re(n+1)

o]

= W'(x,R

9(1))

k
u -n u
Weo(x)n(ngof (Re(n+1))) c Weo(x)nR

o(1)

) ¢ £FHWUR,R..) ¢ WHETR),R., )

(n+1) e(1)

k
-1,..,u -n
f (W8 (x)n(ngof (Re 6(0)

0
< Ry
N -n

Por lo tanto, nr_]of (Re(n)) # ¢ s-subrectangulo, ¥V N.

[+]
Ahora veamos que R = f-n(Re(n)) es un s-subrectangulo no vacio.

n=0
dem : (i) diam R < 61

N
.e -n k
(ii) X,y €e R = X,y € nr_]of (Re(n)) , VN

11



N

_ WS u -n
{p} =W (X)nW (y)>pe ngof (Re(n)) , VN
00
>peE f-"(Re(n))
n=0
S N -n S
(iii) x e R W (x)nngof (Re(n)) =W (x)nRe(O) , VN
s ® -n S
> W (x)nngof (Re(n)) =W (X)nRe(O)'

Claramente R # (1) por ser interseccién de compactos encajados.

) = L

[+
Af ;¥ TRy
n=0

) s f(x), f(y) € R

o) ” °

(]
-n
Sup. x,y € nf (Re(n)
n=0

s d(f"(x),f™(y)) = es,YneZsxe W: (x)nwz (y) = {p}
) 0

Luego, X =y~
(1

(i) Prueba de Tog = foll: 0 € B(AfR)’

Meo(0) = Me(6)) =  f (R )

7 6(n+1)

o]
=f(n ™R ) = f(I1(6)).

n=0

6(n+1)

(ii) T es continua:

N
. -n
Sea € > 0 y N tal que diam ( nof (Re(n)) < €.
n=

Sea & = 1/4N, entonces
d(e,@) < 8 » 6(n) = a(n), V |n| =N.

N

)= qf (R )
n=0

o(n)

’ N
s T6) € 1 f'"(Re(n)
n=0

por lo tanto dx(TI(e),TI(oc)) < g,

12



(II) T es sobreyectiva:

Sea Y = Y in1:RIl s Z= (N £f™™(Y) es denso en X.

Dado x € Z=> f(Xx) € Y, V n.

. n .
Defino 6(n) tal que f (x) € 1ntRe(n)

n+l

> f (X) e f(R9 )JnintR

(n) o(n+1) ~ Zo(n)o(n+1) = !

-n
Por lo tanto 6 ¢ B(Aﬂ) y claramente x € nre]zf (Re(n)) = TI(9).

(D) p & M_(B4,)) » p{o/ #'Me) > 1} = 0.

Def. Si R es un rectdngulo definimos:

8°R = {x € R / W'(x,R) ¢ 8R)

I

3"R = {x € R / W'(x,R) ¢ 8R)

Resultado : R = 8°R v 8°R [ver 3l
dem-—(II) -

Por propiedad de particién de Markov f (\lJasRi) c \ljasRi y
£ (ua"R) ¢ V3'R.
i i i

Sea 8 € ¥ > 3 6, tal que n(e) = TI(GI) y n € Z tal que 6(n) = Gl(n).

me) = n f (R )

) yTe) = f (R
n€Z 6(n) ! n€Z

0 (n)
1

s f7(T(e)) € R ¢ dRy\ndR

e(n)nkel(n) (n) el(n)'

Por lo tanto @ € v-n(H—l(LiJBRl)) yYrc O‘—D(H_I(YBRI)).
Bastara probar p.(TI_I(LlJBRl)) = 0 & u(H—l(tlJasRi)) =0 A u(TI_l(LiJauRl))

0.

u(n“(yasRi)) p(o"(n"(YaSRl)) = u(Qo"(H_l(LlJasRl))

13
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= u(A) donde A = H'I(Qf"(\{askl).

A es invariante y cerrado.

Si u(A) =1y A cerrado » A = B(AiR) contradice la sobreyectividad de TI.

(IV) f topolégicamente mixing » o tambien lo es.

Sean U, V abiertos en B(AR).

1T continua =» 3 Uo’ Vo abiertos en X tal que II-I(UO) cUy H_I(Vo) cV
(usar (I) y T sobre entre compactos)

f top. mixing » 3 N tal que f‘M(Uo)r\V0 #¢. ¥Vnz=N

n n, -1 -1 -1,.n
o (UnV > o (T (Uo))nH (Vo) =1 (f (Uo)nVO) # q), V n = N.

Lema Sean a,B € B(AR) tales que () = T(B).

Si existe n, tal que oc(no) # B(no), entonces a(n) # B(n), V n = n, 6

dem. prop. (V): #1 (x) = m% V x € X.
Supongamos que no, i.e., I'[‘l(x) = "(91,...,91(} k > mz.

Sea N tal que @ sii#j.

il(-N,...,n) * ejl {-N,...,n}
Af : 31 #5/ 9‘(—N) = ej(—N) A 6 (N) = ej(N).
Supongamos dados i # j se tiene 6 (-N) # 9)(—N) v Gi(N) # Gj(N')
1
91(—N)...ek(N)
(3¢) pues GI(N) € {l,...,m}
el(—N)...ek(N)
usando la contrareciproca del lema anterior tenemos

ex(n) = ej(n), -N = n = N. (2¢)

Por lo tanto #I (x) = m2, VY x € X.
"

Teorema (Bowen - Sinai)

Sea f: X— X un homeomorfismo hiperbélico, topoldgicamente

mixing, entonces f es intrinsecamente ergddico y su entropia vale:

14



— 1im 1 .
h Op(f) = lrxlm n log # Fix(f)

t
dem:
Resultado : Si ¢ : B(A)—> B(A) es topolégicamente mixing entonces

existe una uUnica medida v, € MO_(B(A)) tal que:

= 17 1 . n
hvo(cr) lim - log # Fix (o).

v, €s una medida de Markov positiva sobre abiertos que da entropia
maxima.

Como X es compacto y f top. mixing = f es transitivo.
Entonces 3 R = {Rl,...,Rm} particién de Markov de X.
Sea ¢ B(AfR) —> B(AR) el subshift de tipo finito dado por el teorema 2.
Desde que f top. mixing = ¢ top. mixing, podemos considerar la medida

de Parry v, € Mo-(B(A.‘R)) i.e. hvo(o) = hv(o‘), Vve MG(B(A.‘R))'

Definimos p € M (x) por u (A) = vO(H_l(A)), V A < X Boreleano.
T es una equivalencia entre ¢ y f pues UO(Z) = 0.

Para probar que f es intrinsecamente ergdédica, tomemos pu € Mf(x) tal

que hv(f) = h“o(f).

Af. 1 : Existe v € M_(B(Ag)) tal que um(A) = (A, ¥V A < X
Boreleano.

idea de la prueba: Sea E = {p € CO(B(AR)) /3y e c’x) t.q. YoIl = ¢}

Como TI es sobreyectiva entonces {¥ es unica, luego puedo definir

L: E— R como L(¢) = Jydu que es un funcional lineal positivo sobre el
X

espacio cerrado E.

Sea L : CO(B(AfR))—> R su extensién lineal positiva, entonces existe

veM (B(AfR)) tal que f.(go) = Jedu.
¢ B(Ag)

15



»*
Se puede ver que T u = v, pero v puede no ser invariante, entonces

. 1 * : 2
defino v == (c v y tomamos una subsucesién v convergente.
j=0 J

~ *A A~ E 3
Sea v = lgm v . Es facil verificar que c v=v y T v = p.
n

J

[y -]

Af. 2 : h(e) 2 h (f)
== M
En efecto, sea P particién de X, entonces II P es particién de B(AfR)'

— qen 1 -ty _ . 1
h“(f,tP) = lim - H(Pv...vf P) = lrllm - Y. u(P)log u(P)

rpeP
como u(P) = (" 'P, entonces:

-(n+1)
(o)

h (f,P) = Iim = H(T'Pv...v T'P) = h (¢,1'P) = h (o)
1 v v

o]

por lo tanto, h (f) = h (o).
M v
Tenemos hv(cr) = h“(f) z huo(f) = hvo(cr) v =y

por lo tanto p = Mo

Do

Ahora_provaremos que hp (f) = lim_

i log # Fix(f™).
0 - -

Por el Teor. de Parry hv () = lrl;m % log # Fix(c") = h’1 (f).
0 o
Observe que 6 € B(AR) punto fijo de ¢" = M(8) punto fijo de f".

luego 12 # Fix(c") = # Fix(f") »

m
2
logm

i log # Fix(e™) = + i log # Fix(f")

n

por lo tanto, Ifm i log # Fix(c") = l{m rll log # Fix(f™).
’ u

Para concluir, enunciamos algunos resultados que no
demostraremos los cuales junto con la teorfa ya desarrollada nos

conducen al objetivo central de este trabajo.

Teorema 3.([5]) Si f: X— X es un homeomorfismo hiperbélico

transitivo, existe una descomposicibn de X en compactos disjuntos

16



invariantes X = Xlu...uXl tales que:

X”1 1 =1,...,1-1.

X
1

i

f(Xl)

1]

f(Xl)

yf l|X es topolégicamente mixing para todo 1 =1 = 1.
i =

Teorema 4. ([6]) Si A es un conjunto hiperbélico con estructura de
producto local de un difeomorfismo f y ;’er‘(f| A) = A, existe una

descomposicion de A en conjuntos compactos invariantes disjuntos A =

AV...UA tales que f| A €S transitivo para todo 1 = i =< k.
i ]

Corolario 1. Un difeomorfismo de Anosov transitivo de una variedad
conexa es topoldgicamente mixing.

dem

Como _una variedad conexa no puede ser descompuesta en compactos
disjuntos, enton;es del teorema 3 concluimos que todo difeomorfismo de

Anosov es topoldgicamente mixing..

Corolario 2. Un difeomorfismo de Anosov transitivo de una variedad
conexa es intrinsecamente ergédico.
dem

Aplicando corolario 1 y Teo. 2..

17
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SOBRE ALGUNAS LINEAS DE INVESTIGACION EN ALGEBRA, EN EL IMPA

Expositor: Fernnando Torres Orihuela (estudiante del IMPA).
Objetivo: Esencialmente discutir temas relacionados con la elaboracién de la
tesis del expositor, que se pueden encuadrar dentro de la teoria de curvas

sobre campos finitos.



