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RESUMEN 

El 	propósito dei desarrollo de este traba jo es el de probar que 

un difeomorfismo de Anosov transitivo es intrinsicamente ergódico y 

algunas de las propiedades de su medida intrínseca. 

Se desarrolla una teoría sobre una clase mas amplia de 

homeomorfismos llamados los homeomorfismos hiperbólicos de los cuales 

un difeomorfismo de Anosov es un caso especial. 

En primer lugar, se muestra en el teorema [2] que un 

homeomorfismo hiperbólico transitivo es equivalente a un subshift de 

tipo finito determinado por una partición de Markov. 

Por último, se prueba el Teorema de BowPri - Sinai que dice: 

" 	Todo homeomorf ismo f hiperbólico y topológicamente mixing es 

intrinsecamente ergódico y además su entropia topológica es: 

h 	(f) = 1 im 	log # Fix (f") " 
top 

n—> co 



HOMEOMORF 1 SMOS H 1 PERBóL 1 COS 

Definición 1. Sea X un espacio métrico y f:X --> X un homeomorfismo. 

Definimos: 

(i) Conjunto e - estable de un punto x E X, 

	

W s(X) = { y E X / d(fn(y),fn(x)) < e V n 	O }. 

(id Conjunto e - inestable de un punto X E X, 

	

Wu(X) = { y E X / d(fn(y),fn(x)) < e V n 	O }. e 

Definición 2. f es un homeomorfismo hiperbólico de X si existen co > O, 

K>OyO<À<ltalque: 

	

(a) d(fn(x),fn(y)) 	UI  V X E X, y E WS(x) y n 	O. 

(b)---d(f-±-1(x),(n(Ty)) 	KA.n- V x E X,--y 	Weu(a) y n 	O. 

(c) 3 8 > O / # Ws  (x)nWu  (y) = 1 s.q. d(x,y) < 8. co 	eo 

Ejemplo I (Automorfismos Hiperbólicos dei Toro) 

Sea f: Tn 	Tn, 

Def. f es un automorfismo hiperbólico cuando Esp(f)nS1  = 

Def. El levantamiento de f es f :IRn —> IRn  / es conmutativo el 

diagrama: 

	

[Z] E Tn 	f 	Tn  

	

A 	A 
1t 	 1t 

Z E Rn 	>fRn  

Y f = it 1of oit  

Consecuencias 

es un isomorfismo local y i es un difeomorfismo local. 

   

Como f es un isomorfismo lineal hiperbólico (Esp(f)nS = (I)) 



4 3 descomposición 1Rn  = Es  e Eu  / Df(Es) = Es, a(Eu) = Eu 	(1) 

y Esp(f̂  I Es) c (S1)°  y Esp(f̂  I Eu) c (S1)° 	 (2) 

Def. 

Es  = { y e Es  / ilfn(y)I1 se kin 	O ). e 
Eu  = { y E Eu  / II(y)II se Vns0 }. e 

Afirmación 1 

s  es una vecindad dei O en Es  E 

	

	 E. e 

u  es una vecindad dei O en Eu  E 

	

	 . e 
Prueba 

Es  = n f-n(Be(0)) 	Eu  = n e(0)). 
n?--o 	 nso 

Afirmación 2 [4, pag 166-1721 

Para e pequelio vale: W(x) = 11(p+Ese) 
wubo  = Tic,s+Eu)  

e 	1"' (3) 

donde 11(p) = x.. 

Afirmación 

f es un difeomorfismo hiperbólico. 

Prueba 

Sea e dado en la afirmación 2, probaremos: 3 co > O, K > O, O < 

À < 1 tal que: 

(a) d(fn(x),fn(y)) < KAT' V X E Tn,y E Wes (x), n 	O. 

(b) d(fn(x),fn(y)) < KX-n  V X E Tn, y E Weu(x), n 5 O. 

(C) 3 8 > O / # Ws  (x)nWu  (y) = 1 s.q. d(x,y) < a. eo 	eo 
(a) y (b) se obtienen de (2). 

(c) es consecuencia de las afirmaciones (1) y (2). 



Ejemplo II. (Subshifts de Tipo Finito) 

Sea A un subshift de tipo finito, 

A ={ e =
1E71 
	 ae(00(i+i) = 

donde A = 	,a.. = 0ó1. nxn 	1 j 
Dotamos a A de la siguiente métrica: 

d(e,a) = E 	1 i  d(0(m),a(m)) 
mEz 1m 

o 

donde 0,a E A y d0(0(m),a(m) = { O si a(m) = 0(m). 
1 si a(m) * 0(m). 

Afirmación 1  

Si co = 2/3 se cumple: 

d(a,(3) < co  4=1,  a(0) = 13(0). 

Prueba 

(4) Si a(0) * (3(0), do(a(0),R(0)) = 1. Luego d(oc,(3) > 1 y por lo tanto 

1 < 2/3. 

() a(0) = 13(0) 4 d(j3) = 2 E 	1 	d(a(m),(3(m)) < 2 E 
mEz+ -41m o 	 mEz l 	 + -4 Iml 

2/3.e  

Afirmación 2 

(i) W s (o)  =-- { a / a(n) = e(n), n 	O ). Co 

(ii) wu  (e) = { a / a(n) = 0(n), n 	O ). Eo 
Prueba 

(i) a E Ws  (0) 4=1,  d(crk(a),crk(0)) < eo V kO eo 
E k(a)(m),Tk

(0)(M)) < co. mE7Z+  4 I I 

4=4,  d(crk(a)(0),crk(0)(0)) = O V k 	O (af. 1) 

crk(a)(0) = a(k) V k 	0. 

4=1,  d(a(k),0(k)) = O Nd ic a-  0. 

1) 



(ii) o' E wu  (e) @ < co  Vk-'5 0 e o 
(=> d(crk(a)(0),crk(0)(0)) =O Vks0 

(=> d(a(k),8(k)) =O Vks O. 

Afirmación 3 

Cumple (c), i.e., 

3 eo = 2/3, 3 > O / # 	(x)nWu  (y) = 1 s.q. d(x,y) < 8. co 	eo 
Prueba 

Tomo co = 2/3 y d(x,y) 	eo , x,y E A. 

Entonces, x(0) = y(0). 

Defino z(n) / 
{ x(n) n ?: O z(n) = y(n) n s O 

4 (z(n)) E A y z E Ws  (x)nWu  (y). e 	e o o- 
Af Por definición : 

z e Ws  (x) pues z(n) = x(n) 	V n ?".• O. 
C

o 
Z E Wu  (y) pues z(n) = y(n) V n O. 

C
o 

y es único: por af. 2. 

Sup. 3 w E Ws  (x)nWu  (y) = w(n) = x(n) eo 	co 
V n O, w(n) = y(n) V n O. 

W = Z. 

Por lo tanto se verifica (c). 

Afirmación 4 

(a) 3 co > O, K > O. O < 	< 1 / d(crn(x),Tn(y)) < KÀn  Vx,y E 

Ws  (x) y n O. co 
(b) 3 co > O, K > O. O < X < 1 / d(crn(x),crn(y)) < lar' V x, y E 



Wu  (x) y n 5 O. eo 
Prueba  

d(crk(x),cr ((y)) = 2(1/4)kd(x,y) k 	O, X E A, y E W s  (X). Co  

4 d(Wk(X),(Tic(y))< 2£0(1/4)k 	k 	O 

d(o-k(x),crk(y)) = (1/4)-kd(x,y) k 	O, x E A, y E W"  (x) 
CO 

d(crk(x),Tk(y)) 2c0(1/4)-k  k O 

por lo tanto, cr : A—> A es un homeomorfismo hiperbólico.. 

Ejemplo III. (Conjuntos Hiperbólicos) 

Def. Dado un difeomorfismo f de una variedad M, decimos que A c M es un 

conjunto hiperbólico si: 

(i) A es compacto, invariante (f(A) = A) 

(ii) T 	= Es  e Eu  V x E A. x x y 

(iii) 3 K > O, O < À < 1 / (D f)(Es) = Es  x 	x 	f (x) 

(D f )(Eu) = Eu 
x 	x 	f(x) 

1 I (Dxfn)Esx  I I 	1(Xn  

1 I (Dxf n)E:I I 5 nn  

V X E A, V n O. 
••• 

Si Ws(x) = { y E M / d(fri(x),e(y) < e V n O } y e 

	

Wu(x) = { y e M / d(fn(x),fn(y) < e V n 	O }, 

denotamos a la variedad estable e inestable de fs I como: A 
WS(x) = ws(x)m  

e 	e 
Wu(x) = Ws(x)nA. e 	e 

De la Teoria de Dinámica Hiperbólica tenemos los siguientes 

resultados: 



(a) (Teorema de Variedad Estable, Inestable para Conjuntos 

Hiperbólicos) 

Los con juntos W5(x) y W'1(x) resultan ser discos diferenciables 

tangentes a Es, Eu  en el punto x y que varian continuamente con x. x x 

(b) Si 3 es suficientemente pequeilo 4 Wse(X)nWcu(y) = p V x,y / d(x,y) < 

a. 
Def A tiene estructura de producto local si: 

Dado e > O, 3 8 > O / Wes(x)nWeu(y) c A V x,y / d(x,y) < 8. 

Afirmación Si A es un conjunto hiperbólico con estructura de producto 

local 4f IA es un homeomorfismo hiperbólico. 

Prueba 

(a) y (b) se deducen de la condici6n (iii) de la def. de 

conjunto hiperbólico. 
_ 	_ 

(c) se deduce dei resultado "(b) ydi Ia --condición-  de- producta 

local.e 

Ejemplo IV. (Difeomorfismos de Anosov) 

f : M 	M es un difeomorfismo de Anosov sobre una variedad compacta 

M sin borde cuando, 3K >Oy O< À<1 tal que: 

TM = Es  e Eu  V x E M, y x  x y 
(i) D  f(Es) =Es y (D fri(Eu)  = Eu.  

xx 	x 	x 	x 	x 
(ii) 1 I'  t1 Es 1 5 lan  

1 i Dxf-niEuil 	KXn• 

Obs: Es un caso particular dei e jemplo anterior; luego todo 

difeomorfismo de Anosov es un difeomorfismo hiperbólico. 



- Sean eo > O, 3 > O constantes como en la definición de homeomorfismo 

hiperbólico. 

- Sea 	(O < 8 < min {8,c }) tal que diam(f(B)) < min {1/28,c0) y 

diam(f-1(B)) < mín {1/23,c0} siempre que diam(B) 	8 . Esto último 

debido a la continuidad uniforme. 

Def Decimos que R c X es un rectángulo si diam(R) 81  y : 

Ws  (x)nWu  (y) E R. V x,y E R. eo 	eo 

Obs Como 3 < 3 4 Ws  (x)nWu  (y) = p E R. co 	co 

Def Si x E R, definimos: Ws(x,R) = R n Ws  (x) 
co 

Wu(x,R) = R n Wu  (x). 
co 

Def R es un rectângulo própio si R°  = R. 

-Def -Si-R -es-uri-rectángulo; decirnos-que; 

(a) Ro c R es un s-subrectángulo de X si es un rectángulo y 

x e Ro 
Ws(x,R) = Ws(x,R). 

(h) Ro c R es un u-subrectángulo de X si es un rectângulo y 

x e Ro 	Wu(x,Ro) = Wu(x,R). , 

Defs 

. Una partición de Markov de X es una colección R = (R ,...,R ) de i 	m 

rectângulos própios tales que 

(a) R nR c aR naR '  1 * j. 

(b) x E R nf 1(intR ) 4 f(Ws(x,R )) c Ws(f(x),R ) i 	J 	i 	 J 
X e R nf(intR ) ri(Wu(x,R / )) c wu(f-i(x),R  ) 

/ 	J 	 J 
Matriz de incidencia AR = (a ) 	(asociada a R) está definida como 1,1 mxm 

a = 1 si f(R)nintR * st y cero en otro caso. li 	1 	3 



Teorema 1 (Bowen (21) Todo homeomorfismo hiperbólico transitivo posee 

una partición de Markov.. 

Teorema 2. Sean f: X 	X un homeomorfismo hiperbólico y R = 

{R 	} una partición de Markov y Alz  su matriz de incidencia. m 
Entonces: 

. V O E B(AR) it n f-1(R0(n)) = 1 
nEZ 

. La aplicación 11 : B(A2) —> X , e >->n  f-n(R
e(n))' 

es contínua y 
nEZ 

satisface: 

(I) Ilocr = fofl 

(II) TI es sobreyectiva 

(III) V µ E kler(B(.54R)) ergódica y positiva sobre abiertos 

tenemos µ{0/ itlf1ll(0) > 1} = O. 

(IV) 1' topológicamente mixing 4 o' tambien lo es 

(V) It TI-1(x) 5 m2, V X E X. 

Demostración 

Observación Un s - subrectángulo y un u - subrectángulo de R no vacios 

se intersecan: sean Ro  un s-subrectángulo y R1  un u-subrectángulo, 

xERo,yER 4pEWs (x)nWu (y)ER 1 	 C o o 
E Ws  (x)nit = Ws  (x)nRo pERo eo 	eo 

p E Wu  (x)nR = Wu  (x)nR 	p E R co 	e o 
Luego, RonR1  4). Ahora, 

n rn(Re(n))  = n f~n(Re(n))" n f-nn(n))  nEZ 	 nk.'0 	n50 

Af n  f-n(Re(n))  es s-subrectángulo no vacio de R 0(0).  
nk0 

10 



Basta probar que (*) 	f(R0 ) es s-subrectángulo no vacio, V N. 
n=0 

Dem. por inducción: Suponga que (*) es válido para N = k. 
k k+1 	 +1  

-1 „ 
n ((R0) = Rem^ f  n 	'Ke(n)” n n=0 	 =0  

k 
= Re(0) nf 1( n f-n(R13(11+1))) 

n=0 

Resultado: S subrectángulo de R0(n+1) 	R0(n)nf-1(S) es s-subrectángulo 

de RO(n). (Ver [1]). 

k+1 
Luego n f-n(Ro(n+i))) s-subrectángulo de Rem. 

n=0 

k+1 
Af: n  f-n(Re(n))) 	(I) 

n=0 

dem: Sean X E f(R0(0))nint 
RO(1) 

y c n f 	0(n+1)). 
n=0 

Rou) 	= Mr se  (x)nWu  (y) 
o 	co 

- Wu(y,R
O(1)

) = Wu(y, n  rn(R
e(n+1) n=0 	

) 4 p E Wu  (x)n( n f-n(R0(n+1)  )) C
O 	n=0  

k 
Wue (x)n( f (Re(n+i)))  c Wu (x)nRe(i)  = Wu(x,Rem) 

O 	n=0 n -n t 
O 

k f-i(wu (x)n( n f-nozo(n+i))) c rimu(x,Rem) c wucc1(x),R8(0)) c 
O 	n=0 

c R0(0) 

Por lo tanto, n  f(R0 ) 	4:1) s-subrectángulo, V N. 
n=0 

03 

Ahora veamos que R = n  rn(Re(n)) es un s-subrectángulo no vacío. 
n=0 

dem : (i) diam R < 81  

(ii) x,y E R 4 x,y E n  cn(ze(n) ) , V N 
n=0 

11 



{p} = WsWrIe(y) 4pE nf-n(R0(n)) ,VN 
n=0 

03 
4 p E n rn(Re(n)) n=0 

(iii) X E R 4 Ws(x)n n  rnoze(n)) = ws(x)nR.(0)  , V N 
n=0 

03 
WS(X)n n  f-n(Re(n)) = W2(x)nRe(0). 

n=0 

Claramente R Si por ser intersección de compactos encajados. 

Af : 
03 

n f(R) = 1. 
n=0 

03 
Sup. x,y E n f-n(Re(11)) 

4 fn(x), fn(y) E Re(n), V n 
n=0 

d(fn(x),fn(y)) 5 eo,VnEZ4xE Ws  (x)nWu  (y) = {37) co 	co 
Luego, x 

(I) 

(i) Prueba de ilocr = fon: O E B(A), 

Ho(0) = ma.(0)) =  nEZ 

co 

	

= f( n  f-n-l(R 
0( 	

) = „men.  
n+1) n=0 

(ii) 11 es contínua: 

Sea e>OyN tal que diam ( 	f-n(Re(n)) < e. 
n=0 

Sea 3 = 114N, entonces 

d(Osx) < 6 4 0(n) = a(n), V mi 5 N. 

-n 
4  Tr(e) E n  f(R0) = n f-n(Ra(n))  n=0 	 n=0 

por lo tanto d (II(0),TI(a)) < e. 

12 



(II) 11 es sobreyectiva: 

Sea Y = o intR ; Z = n  f(Y) es denso en X. 

Dado x E Z fu(x) E Y, V n. 

Defino 0(n) tal que fn(X) E intRE)(a)  
n+1,x, E f(R

0(n)
)nintR

e(n+1) 	ae(n)0(n+1) = 1  
f 	

) 
 

Por lo tanto 0 e B(AR) y claramente x E n  f(R9 ) = MO). 
nEZ 

(III) g E Alcr s4 (B( R)) 	µ{0/ #11-111(0) > 1) = O. 

Def. Si R es un rectángulo definimos: 

8sR = {x E R / Ws(x,R) c 812) 

8uR = {x E R / Wu(x,R) c aR} 

Resultado  : aR = auR o 8sR [ver 31. 

dem,(III)  

Por propiedad de partición de Markov f(y8sR1) c y8sRi  y 

f-i(vauR ) c u8uR . 1 	1 	1 	i 

Sea 0 E E 4 3 01  tal que 11(0) = 	ynEZ tal que 0(n) 	01(n). 

II(0) = n  f(R0 ) y II(01) = n  f-n(Ro (a)) 
nEZ 	 nEZ 	1 

4 fu(I1(0)) e R 	nR 	c 8R 	n8R 	. 0(n) 0 (n) 	0(n) 	(n) 

Por lo tanto e e cr-u(TI-1(k)812 )) y E c (r-ncrilcuaR )). 

Bastará probar µ(1.1-1(u8R )) = o <=> µ(1.1-1(u8sR )) = O A µ(II 1(u8uR )) = 1 

O. 

g(TI-1(y8sR1)) g(crn(IT -1(vasR )) 	ii(rwn(TI-1(UasR )) 
i 	 1 	i 

13 



= µ(A) donde A = II-1(tiNfn(yasRi). 

A es invariante y cerrado. 

Si µ(A) = 1 y A cerrado 4 A = B(A2) contradice la sobreyectividad de TI. 

(IV) f topológicamente mixing 4o tambien lo es. 

Sean U, V abiertos en B(A). 

II continua 4 3 Uo' Vo abiertos en X tal que Ti '(U0) c U y 1(V0) c V 

(usar (I) y II sobre entre compactos) 

f top. mixing 3 N tal que fN(Uo)nVo  * 4). V n N. 
crn(u)nv p crnofiw  „nrci(v = i(f  _. n(u )nV ) 	4), V n k N. 

	

o 	o 	o o 

Lema Sean a,(3 E B(AR) tales que II(a) = II(13). 

Si existe no tal que a(no) * (3(no), entonces a(n) * I3(n), V n 	no 
V n s no. 

dem. prop. (V): #TI-1(x) s m2, V x E X. 

Supongamos que no, i.e., TI-1(x) = {01,...,ek) k > M2. 

Sea N tal que e I 	* e I Si  1 (-N,...,n) 	j (-N,...,n) 	j.  
Af : 3 i * j / $31(-N) = j(-N) A 01(N) = ej(N). 

Supongamos dados i * j se tiene (-N) * (-N) v (N) * (N) 

(-N)...0k(N) 1 
(4) pues 01(N) E {1,...,111} 

e 1(-N)...0 (N) 

usando la contrareciproca dei lema anterior tenemos 

	

(n) = 0(n), -N 	n s N. (o) 

Por lo tanto *Tf '(x) 	m2, V X E X. 

Teorema (Bowen - Sinai) 

Sea f: X 	X un homeomorfismo hiperbólico, topológicamente 

mixing, entonces f es intrinsecamente ergódico y su entropia vale: 

14 



htop(f) = um 	log # Fix(fn) n n 

dem: 

Resultado : Si cr : B(A) --> B(A) es topológicamente mixing entonces 

existe una única medida o  E M (B(A)) tal que: cr 

h
vo

(r) = lim 	log # Fix (crn). 

o es una medida de Markov positiva sobre abiertos que da entropia 

máxima. 

Como X es compacto y f top. mixing f es transitivo. 

Entonces 3 R = 	partición de Markov de X. 

Sea 	B(AR) --> B(AR) el subshift de tipo finito dado por el teorema 2. 

Desde que f top. mixing 	a• top. mixing, podemos considerar la medida 

de Parry vo E MT(B(AR)) i.e. hvo(e) k hv(e), V 	E Ma,(B(AR)). 

Definimos ti E M f  (x) por g O(A) = v (111(A)), V A c X Boreleano. — 	o 	O 

11 es una equivalencia entre o• y f pues v0(E) = O. 

Para probar que f es intrinsecamente ergódica, tomemos p. E Mf  (x) tal 

que hv(f) 	h (f). 

Af. 1 : Existe o E 14a,(B(AYR)) tal que v(Ti-1(A)) = µ.0(A), V A c X 

Boreleano. 

Idea de la prueba: Sea E = {cp E e(B(AR)) / 3 1i E e(X) t.q. ¡poli =(p} 

Como IT es sobreyectiva entonces es única, luego puedo definir 

L: E --> IR como L(0) = SO4 que es un funcional lineal positivo sobre el 
X 

espacio cerrado E. 

Sea L : Co(B(AR)) --> IR su extensión lineal positiva, entonces existe 

O E Mo,(B(AR)) tal que L(q) = Ppdv. 
B( A IR )  

15 



Se puede ver que 11µ = v, pero v puede no ser invariante, entonces 

1 defino o = - E (cr )J0 y tomamos una subsucesión 	convergente. n n 	 n j=0 	 J 
* 

Sea v = iím o . Es fácil verificar que a- v = o y 11 v = 
n 

Af. 2 : h (cr) 	h (f) 

En efecto, sea 	partición de X, entonces ríP es partición de B(AR). 

h (f,P) = lim 	H(Pv...vf-(n+1)P) = 	- 	E µ(P)log µ(P) 
PEP 

como µ(P) = v(1.1-1P, entonces: 

h (f,P) = lím 	 H(11v...vcr11-1P) = h (cr,TI-1P) s. h (cr) 
g 

por lo tanto, h (f) -.5 hv(cr). 

Tenemos h (cr) a' h (f) a-- h (f) = h
vo

(cr) 	v = vo 1.) 	g 

por lo tanto ji = go. 

Ahora provaremos que h (f) = 	log Fix(fn). 1.1 	n 

g- 

n 	n 

Por el Teor. de Parry h(cr) = um vo  1 log # Fix(crn) = htio(f). 

Observe que O E B(A) punto fijo de Crn 	lT(0) punto fijo de fn. 

luego 	# FIX(0'n) 	# Fix(fn) 

log 2  log # Fix(o- 	m n) 	_ + - log 	FIX(fn) n 

por lo tanto, Hm log 	cr Fix( n) Hm log Fix(fn). n n 	 n n 

Para concluir, enunciamos algunos resultados que no 

demostraremos los cuales junto con la teoria ya desarrollada nos 

conducen ai objetivo central de este trabajo. 

Teorema 3.([5]) Si f: X ---> X es un homeomorfismo hiperbólico 

transitivo, existe una descomposición de X en compactos disjuntos 
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invariantes X = X u...vX tales que: 

f(X ) = X 1 	1+1 

f (X ) = X1  

= 

es topológicamente mixing para todo 1 5 < 1. 

Teorema 4. ([6]) Si A es un conjunto hiperbólico con estructura de 

producto local de un difeomorfismo f y Ter ( f I A) = A, existe una 

descomposición de A en conjuntos compactos invariantes disjuntos A = 

A 1u...t.)A tales que f A es transitivo para todo 1 5 1 5 k. 
1 

Corolario 1. Un difeomorfismo de Anosov transitivo de una variedad 

conexa es topológicamente mixing. 

dem 

Como una variedad conexa no puede ser descompuesta en compactos 

disjuntos, entonces del teorema 3 concluimos que todo difeomorfismo de 

Anosov es topológicamente mixing.. 

Corolario 2. Un difeomorfismo de Anosov transitivo de una variedad 

conexa es intrinsecamente ergódico. 

dem 

Aplicando corolario 1 y Teo. 2.. 
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SOBRE ALGUNAS LINEAS DE INVESTIGACIÓN EN ÁLGEBRA, EN EL IMPA 

Expositor: Fernnando Torres Orihuela (estudiante dei IMPA). 

Objetivo: Esencialmente discutir temas relacionados con la elaboración de la 

tesis dei expositor, que se pueden encuadrar dentro de la teoria de curvas 

sobre campos finitos. 


