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l.Introdução

Neste artigo introduzimos uma conexão entre geometria diferencial e modelos
estatísticos. Esses modelos estatísticos são parametrizados por quantidades
desconhecidas 6.

O uso de geometria diferencial e sua conexão com modelos estatísticos tem sido
estudado por vários autores (ver, por exemplo, BamdorlY-Nielsen,1986).

Em geral, a escolha de uma parametrização é arbitrária e uma transformação de
6 pode levar à melhores resultados inferenciais (ver por exemplo, Anscombe, 1964,
Sprott, 1973, 1980;ou Achcar e Smith, 1990).

O problema da boa parametrização é objeto de pesquisa intensa entre os
estatísticos. Parametrização para melhorar a “normalidade” da função de
verossimilhança quando o tamanho da amostra não é grande e' um dos objetivos de
muita pesquisa estatística (ver por exemplo, Sprott, 1973,1980). Outra possibilidade é
encontrar parametrizações ortogonais (ver Cox e Reid, 1987).

Em muitas situações uma boa parametrização pode ser avaliada a partir de
medidas de curvatura usando conceitos de geometria diferencial (ver por exemplo,
Bates e Watts, 1992, Kass e Slate, 1992).

Neste artigo, sumarizamos alguns conceitos básicos de geometria diferencial e
estudamos a conexão existente entre geometria diferencial e modelos estaísticos.

2.A1guns conceitos básicos

2.1Modelo Estatístico

Considere (Q, B(R)) um espaço mensurável e uma família de probabilidade Pe
indexadas por 9663ng , onde 0 e' o espaço paramétrico. Vamos considerar que existe
uma probabilidade ?» definida sobre (R, B(R)), tal que as probabilidades Pe sejam
absolutamente contínuas com relação a uma medida 7» sobre (R, B(R)):

Pe «X, V9 66)

Assim, para todo 666, existe f:R——>[0,oo) mensurável tal que

Pe(B)=ÍB f(x)th
VBeB(R) (1)

Desta forma, obtemos uma familia de 'runções densidade (K.):GEG)
parametrizadas por 6. Tal família caracteriza o modelo estatístico.

Alguns exemplos :a) Distribuição Normal Univariada
(Him)
©=[(u,o):ueR, o>0]= RxR+CRZ
x>0
f(x)=1/(21r)“2 exp[(-1/26) (xm



b)Distribuição Gama
G=(oc,B)
©=i(u,B):ueR+, BER+]= R+XR+ CR2
x>0
ftx)= (lª/u)“ (x)“ INB) exp(—x B/u)

c)Dístribuição Binomial Negativa
X(T)=[O,l,2,...)=N
f(x)=(r+x-1)!/[x!(r—l)!] pr qx
O<p<l
q=1'P
x=0,l,2,...

No caso dominado (absolutamente contínuo ou discreto), o modelo estatístico e'

definido por S=(fe(x);ee© e xeR") e para o caso absolutamente continuo e
S=(Pe(x);6 EG) e xeN'“) para o caso discreto. Em geral, tanto no modelo absolutamente
continuo quanto no discreto o espaço paramétrico e' continuo. Em termos de Inferência
Estatística, diferentes parâmetros definem diferentes pontos em S. Por exemplo, duas
Normais Univariadas com mesmas médias u, mas com variâncias cl e a; diferentes são
representadas pelos pontos (11,61) e (p.,02) que são diferentes. No entanto, o mesmo não
ocorre quanto a x, podemos ter xºs (conjunto de dados) diferentes que conduzem a
mesmos parâmetros.

Caso as âmções fe sejam suficientemente suaves, é possivel introduzimos uma
estrutura de diferenciabilidade sobre o modelo estatístico, ou seja, sobre a família
[fe(x):ee©), VGeG.

Sendo Sx a secção de S num ponto )( Exo, S=ífe(x):ee ©,er), podemos
definir uma Emçâo çxzsxaR“ por <i>[fe(x)]=6 ,VGEG).

Assim na distribuição Normal Univariada, d),; e dada por d)=(u ,o ); na
distribuição Weibull, d>=(ot ,B), na distribuição Binomial Negativa o=(p).

Uma limção h é dita ser um homeomorlismo se
a)h é bijetora
b)h e sua inversa h" são continuas.

A Emção d):S—>O é um homeomorflsmoonde OCR" é aberto.
No caso das distribuições estatisticas analisadas, d) obedece as condições da

delínição de homeomorfismo.
Esse homeomorfismo tb e' chamado função coordenada; ele define a

parametrização sob a qual o modelo se encontra.

Podemos definir diversos sistemas de coordenadas para o modelo estatístico.
Todos esses diferentes sistemas de coordenadas se referem ao mesmo modelo
estatístico. Seja “P um outro sistema de coordenadas para o modelo estatístico, se |“P

puder ser expressa como âinção do sistema anterior de coordenadas, dizemos que foi
realizada uma reparametrização do modelo estatístico.

Urna reparametrização bastante utilizada. no caso da Normal Univariada é a de
parâmetros Naturais:



<b=(d>i, dn)
(IDÉIA/62

([:P]/(202)

Dependendo de quais questões estamos interessados em resolver, a
parametrização usada torna-se fundamental. Como ilustração temos na análise
Bayesiana, o interesse em distribuições a posteriori próximas a normal. A pergunta
natural que surge é qual reparametrização poderia levar a tal resultado.

2.2.Curvaturas para superfícies
As condições requeridas para a aplicação da teoria geométrica nos modelos

estatísticos são
a) Todas as p(x,6) devem ter um suporte comum tal que p(x,9)>0 para todos os

xeX, onde X é o suporte.
b) Seja l(x,6)=ln p(x,6). Para todo e lixado, n limções em x

õl(x,9)/õ€i são linearmente independentes.
_

e)Os momentos das variáveis aleatórias (a/aeª) l(x,6) existem ate' as ordens
necessárias.

.

d)As derivadas parciais (3/861 e a integração com respeito a medida P pode ser
intercambiada como

õ/âeí [f(x,e)dP=l õ/õeª f(x,e)dp

para quaisquer funções f(x,9) a serem tratadas. (2)

2.2.1.Espaço tangente

O espaço tangente Tp no ponto P é o espaço vetorial gerado pelos [1 vetores
tangentes ôj a superficie no ponto P. Trata-se de uma linearização local da superfície ao
redor do ponto P.

Como os n vetores 6,- são linearmente independentes (eondição de regularidade
b), tais vetores formam uma base do espaço tangente Tp. E chamada base natural
associada ao sistema de coordenadas 6.

Dessa forma, qualquer vetor tangente AeTp, pode ser representado como
combinação linear de ôj:

A=Ej=1n Ajõj (3)

ou na notação de Einstein (notação da Análise Tenson'al que omite o sinal de somatório
e pressupõe somar sobre os índices repetidos)

A=Ajõj

Alguns exemplos:
l)Distribuição Normal: A função de verossimilhança para 6=(u,0') é dada por,
L(x;o)=l'[j=1" f(xj)= I'll—=[“ uam)“ exp[-1/(2cº)(xj-u)ª]
Dai, l=ln L(x;o)=-l/2 ln(o) + ZH" (x,—p.)2«lol) + constante



luª,-=|" "(XJ-Ll) /(262)
16=-1/(2o)+z—=1" (x)—1,02 /(oª)

2)Distribuição Gama
L(x;u,p)=nj=1" f(xj)= HH" (Mt)“ 09)“ /1“(l3) exp(-x,- B/u)
Daí l=ln L(x;p)=B/u ln(B)-n1n[F(B)]+(B-1)EH" Inco- EH" (x]— [W)
luan/MH" ij/uz
1p=1n(B/u>+1+z,-=l" ln(xj) - ô[F(B)/õB]/F(B) na" xj/u

3)Distribuição Binomial Negativa
L(x;p)=H-=1" f(xj)= HH" (r+x—1)!/[x!(r—l)!]pr qx ,onde q=l-p
Daí, l=ln L(x;p)=nr ln(p) + (EFP xi) 1n( l-p) + constante
lpªnf/P _ (Elª!" Xi) /(1-p)

Notamos que a dimensão do espaço tangente das duas primeiras distribuições é
dois e o da terceira distribuição é um. Distribuições com espaço tangente
unidimensional não podem ser analisadas pelo cálculo tensorial de superficies.

2.2.2.MétricaRiemaníana e Informação de Fisher

Se introduzirmos o produto interno <A,B> de dois vetores tangentes A,B em TP ,
a superficie S e' chamada de espaço Riemaniano com o produto interno.

<A,B>=E[A(x)B(x)] (4)

que e' uma forma natural de se definir o produto interno.
O produto interno de dois vetores da base õ; e 6,- é dado por

Sij(9)=<ôi,ôj>=E[ôil(x,9),õjl(x,9)] (5)

Essas n2 quantidades gil-(G), i,j=l,...,n compõe um objeto chamado tensor
métrico.

Alguns exemplos:

1)Distribuição Normal
iwan/cz
1W=mmªo/(cª) 214 (x;-nf
Infº/(oª) zºn (Xi-u)

Isto é,

81 1:15";"(lindªª/ºz
gzz=E [ -qcsi=2n/ºz
gn=gzi=E[-th%=0

Portanto, a matriz de informação de Fisher e dada por

g“ =-n/O'2



giz =g21 fº
g22=2nfºk

2)Distribuição Gama
MFB/"ZW“ zui=1 (xi)

Ine-vw 2% (xo/uZ
lpn=1fB-Fsp(B)/T(B)+rpª(B)/rª<m

Isto é

811=Eí-Cqui=B/uz
g22=E ( 'Qchº
gn=gzl=Eí-Quc3=4>(8)
ºnde $(B)=[ln r(B)]BB'l/B

Portanto, a matriz de informação de Fisher é dada por

811 =M?
giz =g21 =º
guªpª)
2.2.3.Conexão Afim

Queremos associar a cada ponto BES, um vetor A(G)eTe. Essa coleção
A=«[A(6) IBES) é chamado campo vetorial.

Um campo vetorial A pode ser representado na forma de componentes como

A=Aj<e) fã,-(e) (6)

Dado um campo vetorial em S, teríamos interesse em compararmos tal campo
em dois pontos distintos G' e 9 de S.

Os espaços tangentes T9 e Tav são diferentes, não havendo maneira direta de
comparamos A(G) e Meº). Essa diferença ocorre porque as bases (?]—(9) e (?,-(G) são
diferentes.

Para comparamos A(6) e A(9ª), considere uma aplicação linear m: Two —>Te,
entre dois espaços tangentes de pontos próximos por um infmitésimo. Tal aplicação
depende de de e se reduz à aplicação identidade quando de tende a zero.

Desde que de é pequeno, () versor õ,j=õj(e+de)ETe-+de é aplicado em m(ô,,-) perto
de ôj(G).

Seja Aôj & diferença entre m(ôªj) e ai:

Aõj =m(ô,j)—õj GTe

negligenciando-se termos de ordem superior a um.

Aõj pode ser expresso como

Aa,- =dei ri,-Ye) ôk (7)



onde dE)i FURG) são componentes de Aõj eTe, são a representação de Aôj no
espaço tangente Te,

Essas n3 fimções Fi,-WG) são chamadas coeficientes da conexão afim porque rn dá
uma correspondência afim entre T9 e Teme-

A métrica do tensor de Riemann g;,(G) cria uma conexão afim natural, cujos
coeficientes são dados por

[ij kl=ll2 [õigjk+57jgn<-õl<gij] (8)

Associado a esses símbolos de Christofell temos o tensor de curvatura de
Riemann, dado por (Amari 1982)

Rijkm=(õirjks' õjriks)gsm+(rinnrjkr'rjrmrjkr) (9)

e o escalar de Ricci ou curvatura seccional dada por:

regªs“ Rum (10)

Para casos unidimensionais pode-se usar a curvatura geométrica canônica, dada
por

Kzgu/(I+(gl)l/2)3/2

Alguns Exemplos
1)Distribuição Normal

Para a distribuição Normal, os elementos da inversa de Fisher são dados por

det g=2nzlcr4
gl 1=g22/det g=-oª/n
gn=g11/det gªdº/Zn
gn=gn=-gn/det g=0

As derivadas de gij são dadas por:

gr 1 1=0

gi 12=2nloª
g221=0
g222=—4n/63

g211=g121=0
gziz=glzz=º

Os símbolos de Christoffel são dados por

rijk=1/2(Eígjk+Ejgik'Ekgíj)
I""1=l/2(Ergu+E1g1l-E1g11)=1/2(2.0+0)=0
l']12=l/2(E1gn+E1gn-Ezg11)=l/2(0+2n/63+0)=n/63
f131=F2u=l/2(Elg21+E2g11-E1g12)=l/2(2.0—2n/63)=-n/63
l“, 12=r211= 1/2051g12+E2g12-E1g12)=1/2(0+0+0)=0



rzzl:1/2(E2g21+E2g21-E1gzz)=l/2(O+O+0)=0

fkijªgk' Fiji
fl11=guful+gnr112=0+0=0
le1=g21f|11+g22f112=0+1/20=1/26
lezªrzzxªgur121+g22r122=0+0=0
F'12=F121=gl1f121+g*2F122=—1/c+0=—1/c
rzzz=gzlr221+g12r222=0+0=0

O tensor de Riemann e' dado por,
R1212=1/º4,

e a curvatura seccional é dada por,
K=-g“ gn R121z=-1/2

2)Distribuição Gama

Neste caso, a matriz de informação de Fisher e' dada por

811 =WLL2

glz =821 =º
gzz=<i>(l3)

Os elementos da inversa de Fisher são dados por

det g=Í3ó(B)/H2
,grªn/dªt g=u“/B

Sªªrª/dºt FUMB)
g =g =—g12/det g=0

As derivadas de gij são dadas por:

gl 1Fºwl-13
g112=1/“-2
g221=0
gzzz=õ4>(B)/5Í3=Ó,(Í3)
821 l=gm=0
g211=gl22=0

Os símbolos de Christotfel são dados por

Fijk= 1/2(Eigjk+Ejggk-Ekgij)
Ym=1/2(E1gu+E1g1I'Elgl1)=-B/uª
rx12:1/2(Elglz+Elglz-Ezg1Dªl/(ZH?)
F121=F21[=1/2(E1g21+Ezg11-E1glz)=1/2(2.0-2n/0'3)=1/2wp)
rlzz=rzlz=1/2(Elgzz+Ezg12-Ezglz)=0
rn1:1/2(Ezgzl+Ezg21-E1822)=º

rªfªk] FU.



temos:

rln=gur111+g12r112=-1/l—l
Fli1=gmru1+gnrliz='1/(2l-L2Ó(B))
fz!2=F221=g21r121+gnfi22=0
rl12=r121=gllr12l+gl2rl22=1/(ZB)
r222=821r221+g22r222=U2ªª)/CMB)

O tensor de Riemann
R1212='[Ó(B)+Bd),(B)]/[4|>LZBÓ(B)]:

e a curvatura seccional

K=-Rmz g" gºªl/4 [<I>(B)+Bdf(B)]/[Bº<b(l3)]

2.3.Algumas aplicações numéricas
2.3.1Conexã0 entre aproximação de Laplace e tensores associados

l.Distribuição Binomial

Se a verossimilhança e' parametrizada em termos da probabilidade de sucesso 6,

me lx)=e*(1-e)“
Considerar uma priori de Jeffreys (ver por exemplo, Box e Tiao, 1973) dada por,

nepal/20-9)“
A média exata a posteriori é dada por

ae lx)=(x+1/2)/(n+1)

Uma aproximação de Laplace na parametrização original é dada por

(u_1)n+1/2 (x+l/2)X+l /[nn+3/2 (x_1/2)x]

Uma possível reparametrização para 6 é dada por arcsen(6“2). A
verossimilhança nesta reparametrização e' dada por

L(<1> lx>=(senzrwtcosªew

Neste caso a priori de Jeffreys é dada por 1t(<b)ot constante, assim a aproximação
de Laplace para a média a posteriori é dada por:

nn+ll2(x+ 1 )XH/[Ú'H' 1 )m-alzxx]

Na Figura 1, tem-se um grálíco dos erros em porcentagem de E(G lx) versus ):

na parametrização 6 com n=18 e na figura 2 tem-se um gráfico dos erros em
porcentagem de E(B |X) na parametrização (b para n=18.



Figura 1: Erros percentuais de E(6 Ix) para a parametrização 6

1.135
1.143!

X';

1Jªil
1.1 i,

l

1.05 'a

1

Figura 2:Erros percentuais de E(6 Ix) para a reparametrização d)

Notamos que para n=18. a parametrização 4) é mais satisfatória pois os erros
percentuais são menores nesta parametrização.

A seguir, calculamos os símbolos de Cristofell de segunda espécie. Como temos
uma distribuição uniparamétríca, a imergimos em uma bivariada, onde a segunda
distribuição tem parâmetro distinto da binomial.

O símbolo de Cristofell de interesse é dado por:

(ijk)=fkij=8'dfijl
riik=1/2(Ei(gjk)+ Ej(gik)- Ek(gíj))
Para as parametnzações analisadas temos:

(1 1 1 )e=[-2x+6xe-6xeº+1-3e+3eª-zeª+zeªn]/[e(e-1)(2x-4xe-1+2e-zeª+zeªn)]

(1 1 1)4,=[-sinªka)+2sinª(qa)n-2sin4(q>)x-2cosº(qa)x+cosªm))]/[sin(4,)cos(cb)(2sin2(4>)n-
Zsinª(<b)x—sinª(d))+2cosz(d))x-cosz(d)))]

Simulação com 6=0,3 (ver ngra 3) mostra (lll)d, complexo, mas suas
componentes tanto real como imaginária se mostram menores que (l 1 De , indicando se
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tratar de uma melhor reparametrização. Tal resultado se mostra coerente com os obtidos
pela aproximação de Laplace.

01 1.5 2 21,5 3 3:5-"I4
.2l '“»..

Figura 3.3: Re(l 1 De e Im(l 1 ln com 6=O,3
O cálculo das curvaturas geométricas usuais para o caso unidimensional,

fornecem bons resultados, como observamos na figura. 5:

Figura 5. Curvaturas geométricas usuais para o caso Binomial nas

parametrizações G e <b

ll



Nas figuras 3,4,5 a curva pontilhada é referente à 6 e a linha continua é referente

à Ó— Concluímosque a parametrização d) e melhor.

Um Exemplo bidimensional

2.Componentes de Duas Variâncias

Considere o modelo de efeitos aleatórios Xjk=e+ej+€jk ,j=1,._.,J, k=l,.,.,K, onde
E(ej)=E(eJ-k)=0, var(ej)=oªz e var(ejk)=<521 . Assumir uma priori não informativa para
9,021 e 612 dada por

7t(9,021,612)a 6'21(021+Kozz)'1

(Ver, por exemplo, Box e Tiao(1973)). A densidade a posteriori é dada por

x(epºhazmwã)“ª“>(621+Kcºz)Wº*º exp[-1/2(v1m1/621+vzmd(ozl+Kozz))]

onde V1=J(K-1),Vz =I-1, v1m1=Sl,vzmz=Sz , sl=zjzk (ek-xy ,sz=sz(xj_-x,,)ª.
Em Achcar e Smith (1990), temos uma comparação dos erros nas aproximações

de Laplace para várias funções de interesse:

Exªtª (0215522) (lfl(<721),K'1
ln(o*21+K622))

Ewªn/cºl [x) 0 19,80 2,53
E(º'212 lx) 0 20,59 2,54
Emª] [X) 0 0,27 0,27
acº; Ix) 0 510,73 0,20

Tabela 1.Erros nas aproximações de Laplace para caso de Duas Variâncias
(K=5;S1=58830,00;V1=24;m1=2451,25;Sz=56357,00;vz=5;m2=11.271,50)

Conclui-se que a reparametrização considerada reduz de forma acentuada o erro.
Neste caso, os tensores são dados por:

a)Parametrização canônica (cr2 1,622 );
R1212=0,3435266989 10'25

b)Reparametrização (ln(cr2 1),K'1 1n(cr2 ] +Ko2 z ))
R1212=O

(02 1,52 z) (1n(cs2 ,),K'1 mmª 1 +K0'22))
o1390304059 10'7

Tabela 2. escalar de Ricci para o caso de componentes de duas Variâncias

Um fato notável ocorre: as expressões matemáticas dos símbolos de Christofell
da reparamehização são muito simplificados e não dependem dos parâmetros; podemos
supor que esse fato seja o principal responsável pela alta precisão obtida pela melhor
reparametrização.

12



A tabela 2 mostra os valores do escalar de Ricci nas duas parametrizações. Mais
uma vez o menor escalar de Ricci se apresenta na melhor parametrização dada por
(mw2 1),K'1 mmª 1 +Kcº 2 ))

S.Conexão entre o tensor de Riemann e dados censurados
DistribuiçãoWeibull e Gumbel

Considerar o conjunto de dados de sobrevivência da tabela 3:

[39,4545,3;49,2;49,4;5l,3;52,0;53,2;53,2;54,9;55,S;57, ] ;57,2;57_5;59,2;6l,0;62,
4;63,8;64,,3 ;67.3;Ó7,7]

Tabela 3. Dados de sobrevivência de n=20, cabos elétricos submetidos a um teste
industrial (valores de stress em KV/mm)

Para os dados da tabela 3, ajustamos uma distribuição Weibull com dois
parâmetros. O logaritmo da iimção de verossimilhança é dado por,

!(t,ot,[3)=r ln(B)—rBln(oc)4(B-l)Em)mi)-2“ i;, (t; mi)” (2.3 . 1)

onde n é o tamanho amostral, r e' o número de falhas observadas e D é o
conjunto com falhas observadas

Os dados foram censurados (censura tipo 1) sucessivamente a começar do
último. Calculamos os estimadores de máxima verossimilhança para os parâmetros da
distribuição Weibull por Newton-Rhapson. Os resultados estão na tabela 4.

Número de censuras + off
0 9,1410 59,1245
l 8,6368 59,3 l90
2 8,1393 59,5754
3 7,7378 59,9238
4 7,3393 60,353?)
5 6,9741 60,8825
6 6,6402 61,5246
7 6,3510 62,2909
8 6,1030 63,1917
9 5,8413 64,2769
10 5,5544 65,6176
11 5,300] 67,1268
12 5,0364 69,2455
13 4,8081 71,7057
14 4,5295 75,0517
Tabela 4Parâmetros da Weibull ajustada aos dados da tabela (3)

Calculamos, a partir desses valores o tensor de Riemann e do escalar de Ricci:

13



Número de censuras Rm; K
0 -1327478336 e8 -.5931666930e—9
1 -4018560.208e7 -.2183482878e-8
2 -1236043.169e7 -.808 ] 946598e-8
3 4729144965 -.2428765857e—7
4 -1 823823142 -,7446953960e-7
5 -75967.57233 -.2173875275e—6
6 —34048.11220 -.6106008265e-6
7 -16933.93620 —.1604671907e-5
8 -9284.570148 -.4010053465e-5
9 -4996.745160 -.1127834733e-4
10 -2608.037973 -.3876128425e—4
11 -1524.669613 -.1477863129e-3
12 -967.1168818 -.8574037853e-3
13 -863.5189383 -.1103966913e-1
14 2041.789140 4.910320893
Tabela 5. Tensores de Riemann e escalar de Ricci para o caso de dados com censuras na
Weibull

É usual o estatístico trabalhar com tempos na escala logaritmica. Trata-se da
parametrização Gumbel ou de valor extremo:

x=ln(t)
u=1n(a)
b= 1 /B
Wj=(Xj-u)/b
f(Xj;u,b)=1/b eXp[(wJ-)-exv(%)]
Na reparametrização Gumbel temos os seguintes valores do tensor de Riemann e

do escalar de Ricci
Número de censuras Rm; K
0 .1022650525e15 -.7796923450e-7
1 .2124366788e14 -,1635238900e-6
2 .4420286415e13 -.3429564385e-6
3 .1212664106e13 -.63299237lSe—6
4 .3300531935e12 -,1167264845e-5
5 _9790905860e11 -,2058407487e-5
6 ,3151488948e11 -.3480175755e-5
7 .1151076671e11 -.SS37005850e-5
8 4731173678e10 -,8338452483e-5
9 1828756058e10 -.1282249444e-4
10 636815235.8e9 -.2042961922e—4
11 .2601258878e-3 -.1976520866e-3
12 8668075928e8 -.4848218800e-4
13 34125372.80e8 —.7227065603e-4
14 10847722,89e8 -.1154189020e-3
Tabela 6zTensores de Riemann e escalar de Ricci para distribuição Gumbel com o
número crescente de censuras
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Comparando-se os resultados das tabelas 5 e 6, concluímos que a parametrização
Gumbel apresenta menores valores de curvatura do que a parametrização Weibull.

Outro fato interessante é que a curvatura em ambos os casos aumenta com o
aumento da censura, apesar desse aumento não se apresentar de forma monótona.

S.Conclusões

A medida de curvatura escalar de Ricci mostra—se bastante adequada e coerente
com os resultados da aproximação de Laplace: parametrizações que levam a melhores
aproximações de Laplace têm curvaturas menores.

O escalar de Ricci mostra-se sensível ao número de censuras crescentes numa
amostra. Amostras com mais censuras geram curvaturas maiores, No caso específico de
dados analisados que se adequaram aos modelos Weibull e a Gumbell, a Gumbell
mostrou curvaturas menores.
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