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l.Introdu¢io

Neste artigo introduzimos uma conexdo entre geometria diferencial e modelos
estatisticos. Esses modelos estatisticos sdo parametrizados por quantidades
desconhecidas 6.

O uso de geometria diferencial e sua conexdo com modelos estatisticos tem sido
estudado por varios autores (ver, por exemplo, Barndorff-Nielsen, 1986).

Em geral, a escolha de uma parametrizagdo ¢ arbitraria e uma transformagio de
O pode levar & melhores resultados inferenciais (ver por exemplo, Anscombe, 1964,
Sprott, 1973, 1980;0u Achcar e Smith, 1990).

O problema da boa parametrizagdo é objeto de pesquisa intensa entre oS
estatisticos. Parametrizagdo para melhorar a “normalidade” da fungdo de
verossimilhanga quando o tamanho da amostra ndo é grande é um dos objetivos de
muita pesquisa estatistica (ver por exemplo, Sprott, 1973,1980). Outra possibilidade é
encontrar parametrizagdes ortogonais (ver Cox e Reid, 1987).

Em muitas situagdes uma boa parametrizagdo pode ser avaliada a partir de
medidas de curvatura usando conceitos de geometria diferencial (ver por exemplo,

Bates e Watts, 1992, Kass e Slate, 1992).
Neste artigo, sumarizamos alguns conceitos basicos de geometria diferencial e
estudamos a conexdo existente entre geometria diferencial e modelos estaisticos.

2.Alguns conceitos basicos

2.1Modelo Estatistico

Considere (Q, B(R)) um espago mensuravel e uma familia de probabilidade Pg
indexadas por 6e@®cR™ , onde ® é o espago paramétrico. Vamos considerar que existe
uma probabilidade A definida sobre (R, B(R)), tal que as probabilidades Pg sejam
absolutamente continuas com relagdo a uma medida A sobre (R, B(R)):

Pg <<A, VBe®
Assim, para todo 6€0, existe fR—[0,0) mensuravel tal que

Po(B)=/5 fix)Adx
VBeB(R) (1)

Desta forma, obtemos uma familia de funges densidade {f{.):6€@®}
parametrizadas por 0. Tal familia caracteriza o modelo estatistico.

Alguns exemplos :a) Distribui¢gdo Normal Univariada
S (THG)

O={(1,0):n€R, 6>0}=RxR. cR?

x>0

f(x)=1/21)"? exp[(-1/26) (x-p)*]



b)Distribui¢io Gama

0=(a.,B)

O={(u,p):neR., PeRi}=R.xR, cR?
x>0

f(x)= (B/p)® (x)*" /T(B) exp(-x B/

c)Distribui¢do Binomial Negativa
X(T)={0,1,2,...}=N
fx)=(r+x-DY/[x!(-1)!]1 p"q*
0<p<1

q=1-p

x=0,1,2,...

No caso dominado (absolutamente continuo ou discreto), o modelo estatistico é
definido por S={fp(x);0€® e xeR"} e para o caso absolutamente continuo e
S={Pg(x);0€® e xeN™} para o caso discreto. Em geral, tanto no modelo absolutamente
continuo quanto no discreto o espago paramétrico € continuo. Em termos de Inferéncia
Estatistica, diferentes parametros definem diferentes pontos em S. Por exemplo, duas
Normais Univariadas com mesmas médias |1, mas com varidncias o) e o, diferentes sio
representadas pelos pontos (11,61) e (1,02) que sdo diferentes. No entanto, o0 mesmo nio
ocorre quanto a x, podemos ter x’s (conjunto de dados) diferentes que conduzem a
mesmos parametros.

Caso as fungdes fy sejam suficientemente suaves, é possivel introduzimos uma
estrutura de diferenciabilidade sobre o modelo estatistico, ou seja, sobre a familia
{fa(x):0€@}, VOeO.

Sendo Sy a secg@o de S num ponto x fixo, S={fp(x):0e @,xeQ}}, podemos
definir uma fungdo ¢x:Sx—R" por ¢[fa(x)]=0 ,V6€®.

Assim na distribuigdo Normal Univariada, ¢ é dada por ¢=(u ,0 ); na
distribuigdo Weibull, $=(c: ,B), na distribui¢do Binomial Negativa ¢=(p).

Uma fungdo h é dita ser um homeomorfismo se
a)h é bijetora
b)h e sua inversa h™' sdo continuas.

A fungio ¢:S—O é um homeomorfismo onde OcR" é aberto.
No caso das distribui¢cdes estatisticas analisadas, ¢ obedece as condigGes da

defini¢do de homeomorfismo.
Esse homeomorfismo ¢ ¢é chamado fungdo coordenada; ele define a

parametrizag¢do sob a qual o modelo se encontra.

Podemos definir diversos sistemas de coordenadas para o modelo estatistico.
Todos esses diferentes sistemas de coordenadas se referem ao mesmo modelo
estatistico. Seja ¥ um outro sistema de coordenadas para o modelo estatistico, se ¥
puder ser expressa como fungdo do sistema anterior de coordenadas, dizemos que foi

realizada uma reparametrizagdo do modelo estatistico.

Uma reparametrizagdo bastante utilizada no caso da Normal Univariada € a de
pardmetros Naturais:



o=(91, $2)
¢r1=p/c’
02=1/(20%)

Dependendo de quais questdes estamos interessados em resolver, a
parametrizagdo usada torna-se fundamental. Como ilustragio temos na analise
Bayesiana, o interesse em distribuigdes a posteriori proximas & normal. A pergunta
natural que surge € qual reparametriza¢do poderia levar a tal resultado.

2.2.Curvaturas para superficies

As condi¢des requeridas para a aplicagdo da teoria geométrica nos modelos
estatisticos sdo
a) Todas as p(x,0) devem ter um suporte comum tal que p(x,6)>0 para todos os

xeX, onde X é o suporte.
b) Seja I(x,6)=In p(x,0). Para todo 6 fixado, n fungdes em x

dl(x,8)/00' sdo linearmente independentes. '

c)Os momentos das varidveis aleatorias (6/0") 1(x,0) existem até as ordens
necessarias. _

d)As derivadas parciais 6/09" e a integragdo com respeito a medida P pode ser
intercambiada como

810" [f(x,8)dP=] 5/08' f(x,8)dP
para quaisquer fungdes f{x,0) a serem tratadas. (2)
2.2.1.Espaco tangente

O espago tangente T, no ponto P € o espago vetorial gerado pelos n vetores
tangentes 0 4 superficie no ponto P. Trata-se de uma lineariza¢do local da superficie ao

redor do ponto P.
Como os n vetores & sdo linearmente independentes (condi¢@o de regularidade
b), tais vetores formam uma base do espago tangente T,. E chamada base natural

associada ao sistema de coordenadas 6.
Dessa forma, qualquer vetor tangente Ae€T, pode ser representado como

combinagdo linear de J;:
A=Z;" Alp; 3)

ou na notag¢do de Einstein (notagdo da Analise Tensorial que omite o sinal de somatério
e pressupde somar sobre os indices repetidos)

A=Alj;

Alguns exemplos:

1)Distribui¢gdo Normal: A funggo de verossimilhanga para 6=(u,o) é dada por,
L(x;0)=ITj-" f{x;)= ITj-," 1/(2n0)"? exp[-1/(26%)(x;-11)"]

Dai, I=ln L(x;6)=-1/2 In(c) + Zj1" -(%-1)* /(26”) + constante



L=Zi-1" (1) /(267
le=-1/(20)+Zj" (x-1)* /(o)

2)Distribui¢do Gama

L, B)=TTj-1" f(x5)= i (B/w)" ()™ /T(B) exp(-x; B/i)

Dai I=In L(x;p)=p/ix In(B)-n In[[(B)]+(B-1) Zj=1" In(xj)- Zi=1" (x; B/1)
la=-|3/u+2j=1n XjB/]J.z

lg=In(B/p)+1+Zj-1" In(x;) - AL BY/ABYT(B) -Zi-1" i/

3)Distribui¢do Binomial Negativa

L(x;p)=ITj=1" f{x;)= =" (r+x-1)1/[x!(r-1)!]p" q* ,onde g=1-p
Dai, I=In L(x;p)=nr In(p) + (Zj=1" x;) In(1-p) + constante
ly=nr/p — (Zj=1" x3) /(1-p)

Notamos que a dimensio do espago tangente das duas primeiras distribui¢des é
dois e o da terceira distribuigdo ¢ um. Distribuigdes com espago tangente
unidimensional nio podem ser analisadas pelo célculo tensorial de superficies.

2.2.2.Métrica Riemaniana e Informacio de Fisher

Se introduzirmos o produto interno <A,B> de dois vetores tangentes A,B em Tp, ,
a superficie S é chamada de espago Riemaniano com o produto interno.

<A,B>=E[A(x)B(x)] (4)

que € uma forma natural de se definir o produto interno.
O produto interno de dois vetores da base &; e J; € dado por

8ii(8)=<0:,0>=E[dil(x,6),0il(x.0)] (%)

Essas n’ quantidades gii(0), ij=1,..,n compde um objeto chamado tensor
métrico.

Alguns exemplos:

1)Distribui¢do Normal

loo= -0/0?-3/(c*) Z"%=1 (xi-p)?
luo=-2/(c") %=1 (Xi-1L)

Isto é,

g1=E{-quu.}=-n/c’ ;
22=E{-qos}=20/C
212=821=E{-qus}=0

Portanto, a matriz de informagao de Fisher € dada por

g1 =-n/c’



812 =821 fo
g22=2n/0”

2)Distribuigdo Gama

Ly =B/-2B/p %5t (%)

lug=-1/p+ 2% (xp)/p?
Ipp=1/B-Tpp(BY/T(B)+I"(B)/T*(B)

Isto é,

gu=E{-qy, }=B/u’
822=E{-qoc}=0
812=821=E{-qus }=0(B)
onde ¢(B)=[In I'(B)]pp-1/B

Portanto, a matriz de informagdo de Fisher é dada por

gu =/’
g12 =gz =0
222=¢(B)

2.2.3.Conexio Afim

Queremos associar a cada ponto 6€S, um vetor A(B)eTs. Essa colegdo

A={A(B) IGGS} ¢ chamado campo vetorial.
Um campo vetorial A pode ser representado na forma de componentes como

A=A(®) 5(6) ©)

Dado um campo vetorial em S, teriamos interesse em compararmos tal campo

em dois pontos distintos 6’ ¢ 6 de S.

Os espagos tangentes Tg € Te- sdo diferentes, ndo havendo maneira direta de
compararmos A(6) e A(B’). Essa diferenga ocorre porque as bases j(0) e &(0) sdo
diferentes.

Para comparamos A(B) e A(6’), considere uma aplicag¢do linear m: Tg.g9 —To,
entre dois espagos tangentes de pontos préximos por um infinitésimo. Tal aplicagdo
depende de dO e se reduz a aplicagdo identidade quando dO tende a zero.

Desde que dO é pequeno, o versor 8’j=0;(6+d0)eTo+4e € aplicado em m(&’;) perto
de §i(8).

Seja Ag; a diferenga entre m(&’;) e &;:

Aaj =m(6’j)-a,~ €eTo
negligenciando-se termos de ordem superior a um.
Ad; pode ser expresso como

Ad; =d6' I';(0) b (7

(e}



onde d@' I[';(0) sdo componentes de Ad; €To, sdo a representagio de A} no
espaco tangente Tg,

Essas n° fungdes l“ijk(e) sdo chamadas coeficientes da conexdo afim porque m da
uma correspondéncia afim entre Tg € Toqo.

A métrica do tensor de Riemann g;(0) cria uma conexdo afim natural, cujos
coeficientes sio dados por

[1] k]=1/2 [Oigj+Ojgi-0kgil (8)

Associado a esses simbolos de Christofell temos o tensor de curvatura de
Riemann, dado por (Amari 1982)

Rijkm=(0 i~ 0 ik’ )gsm+(TiemI ik L jrmI k) 9)
e o escalar de Ricci ou curvatura seccional dada por:
k=-g" " Rijkm (10)

Para casos unidimensionais pode-se usar a curvatura geométrica candnica, dada
por

K=gl ]/(1+(gl)1/2)3/2

Alguns Exemplos
1)Distribuigdo Normal

Para a distribuigdo Normal, os elementos da inversa de Fisher sdo dados por

det g=-2n%/c"
g''=gp,/det g=-c’/n
g**=g;/det g=-c*/2n

g'?=g'?=_g),/det g=0

As derivadas de g;; sdo dadas por:

g111=0

g1 12=2ﬂ/0'3
£221=0
g222=-4l1/(53
£211=8121=0
£212=2122=0

Os simbolos de Christoffel sdo dados por

Tip=1/2(EigitEigix-Exgi)

' =172(EigutEign-Eign)=1/2(2.0+0)=0
[112=1/2(E1g12tE1812-Eag1 )= 1/2(0+2n/c3+0)=n10'3
F121=F2 1= 1/2(E1g21+E2g1 1-E1g12)=1/2(2.0-211/03)=—n/c3
122=1212=1/2(E1g22E2812-Eag12)=1/2(0+0+0)=0



[221=1/2(Eaga1tE2g21-E1822)=1/2(0+0+0)=0

I*=g" T

I ="' T11+g"T11,=0+0=0

I%=g" T111+82 112=0+1/20=1/20
I'2,=2=g*'T'12)+g%T12,=0+0=0

M= =g T+ T ia=-1/0+0=-1/c
[%5=g*' T201+g"T222=0+0=0

O tensor de Riemann € dado por,
Riz=1/c?,

e a curvatura seccional € dada por,
K=-g"' g?? Ryz15=-1/2

2)Distribuigdo Gama

Neste caso, a matriz de informagdo de Fisher ¢ dada por

g =P/’
g12 =g =0
222=¢(B)

Os elementos da inversa de Fisher sdo dados por

det g=B(B)/1’ .

g '=ga/det g=1"/p
g =gyy/det g=1/9(B)
g ‘=g “=-gp/det g=0

As derivadas de gjj sdo dadas por:

gi1=-2p/’
gn=1/u’

£221=0
8222=00(B)/0B=¢’(B)
2211=g121=0
£212=8122=0

Os simbolos de Christoffel sdo dados por

Tipe=1/2(EigjtE;gix-Exgij)
T11=1/2(Eigni+Eign-Eign)=-p/n’
[112=1/2(E1g12+E1212-Eag11)=-1/(21%)
1"121=F211=l/2(E-,g21+E2g11-E1g12)=1/2(2.0-2n/o3)=1/2 d)’(ﬁ)
[12:=1212=1/2(E1822E2812-E2g12)=0
['221=1/2(E28217E2821-E1222)=0

=¢" Iy

co



temos:

I'i=g ' Titg Tia=-1/p

=g Tii+g”Ti=-1/21>6(B))
2= =g*' T2+ T12=0

=T =g Ti+g ' T122=1/(28)
2= Tou+8"T22=1/2 &’ (B)/$(B)

O tensor de Riemann

Rizi=-[$(B)+B’(B)V[41*Bo(B)],

e a curvatura seccional

K=-Rizi2 8" g"=1/4 [6(B)*+B’(B)V[B0(B)]

2.3.Algumas aplica¢des numéricas

2.3.1Conexio entre aproximacgao de Laplace e tensores associados
1.Distribui¢do Binomial
Se a verossimilhanga é parametrizada em termos da probabilidade de sucesso 0,

L(8 | x)=0%(1-0)"™

Considerar uma priori de Jeffreys (ver por exemplo, Box e Tiao, 1973) dada por,
n(8)a8™?(1-60)"?

A média exata a posteriori é dada por

E(@© | x)=(x+1/2)/(n+1)

Uma aproximacdo de Laplace na parametrizag¢do original é dada por

(0-1)™"2 (x+1/2)**! /[n™?? (x-1/2)]

Uma possivel reparametrizagio para 6 ¢é dada por arcsen(6'?). A

verossimilhanga nesta reparametriza¢do € dada por

L(¢ | x)=(sen’($))*(cos*(¢))"™™

Neste caso a priori de Jeffreys ¢ dada por n(¢p)o constante, assim a aproximagao

de Laplace para a média a posteriori é dada por:

nl‘l+l/2(x+ 1 )x+ l/[(n+1 )n+3/2xx]

Na Figura 1, tem-se um grafico dos erros em porcentagem de E(O |x) Versus x

na parametrizagdo 6 com n=18 e na figura 2 tem-se um grafico dos erros em
porcentagem de E(Q |x) na parametrizagdo ¢ para n=18.
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Figura 1: Erros percentuais de E(0 |x) para a parametrizagio 6
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Figura 2:Erros percentuais de E(8 | x) para a reparametrizagdo ¢

Notamos que para n=18. a parametrizagdo ¢ é mais satisfatéria pois os erros
percentuais s30 menores nesta parametrizagio.

A seguir, calculamos os simbolos de Cristofell de segunda espécie. Como temos
uma distribuicdo uniparamétrica, a imergimos em uma bivariada, onde a segunda
distribui¢do tem pardmetro distinto da binomial.

O simbolo de Cristofell de interesse é dado por:

(ijk)=T"*=g"Tij
Tipe=1/2(Ei(gj)* Ej(gi)- Ex(gij) )
Para as parametrizagdes analisadas temos:

(111)g=[-2x+6x0-6x0*+1-30+307-26+26°n]/[0(0-1)(2x-4x0-1+26-207+267n)]

(111)4=[-sin*(¢)+2sin*()n-2sin“(¢p)x-2cos*(¢)x+cos*(9)]/[sin(p)cos(d)(2sin*(¢)n-
2sin’(¢)x-sin*(¢)+2cos*(d)x-cos*(h))]

Simulagdo com 0=0,3 (ver figura 3) mostra (111)y complexo, mas suas
componentes tanto real como imaginaria se mostram menores que (111)g , indicando se

10



tratar de uma melhor reparametriza¢do. Tal resultado se mostra coerente com os obtidos
pela aproximagdo de Laplace.

14}!
12}!
10
8
4
2 \'\\’;‘:_ B

01 15 2 2}5 3 35 4

Figura 3: Re(111)p e Re(111)4 com 6=0,3

01 15 2 25 3 35 4
_21\ J R,

Figura 3.3: Re(111)g e Im(111) com 6=0,3
O caélculo das curvaturas geométricas usuais para o caso unidimensional,

fornecem bons resultados, como observamos na figura 5:

0.2}~

Figura 5. Curvaturas geométricas usuais para o caso Binomial nas

parametriza¢des 0 e ¢
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Nas figuras 3,4,5 a curva pontilhada é referente 4 0 e a linha continua é referente

a ¢. Concluimos que a parametrizagdo ¢ € melhor.

Um Exemplo bidimensional
2.Componentes de Duas Varidncias

Considere o modelo de efeitos aleatorios xp=0+ejteik ,j=1,....J, k=1,..,K, onde
E(e;)=E(ej)=0, var(e;)=c"2 e var(ex)=c"; . Assumir uma priori nio informativa para
8,0% e 6%, dada por

n(0,0%1,6%)a 671 (671+Ko%) !

(Ver, por exemplo, Box e Tiao(1973)). A densidade a posteriori é dada por
1(0,6%1,6%)a(c? 1)y I (6? +K o%) P exp[-1/2(vimy/o% 1 +vamy/ (61 +K %))
onde vi=J(K-1),v2 =J-1, vim;=S;,vamo=S; , S1=Z;Zk (xjx-X;)* ,S:=KZ;(%;-x ).

Em Achcar e Smith (1990), temos uma compara¢do dos erros nas aproximagdes
de Laplace para véarias fungdes de interesse:

Exata (021,022) (ln(czl),K'l

In(c*1+Kc%))
E(c’12/c*1 IX) 0 19,80 2,53
E(c’12 1) 0 20,59 2,54
E(c* %) 0 0,27 0,27
E(c% %) 0 510,73 0,20

Tabela 1.Erros nas aproximagdes de Laplace para caso de Duas Varidncias
(K=5;5,=58830,00;v;=24;m;=2451,25;S,=56357,00;v,=5;m,=11271,50)

Conclui-se que a reparametrizagdo considerada reduz de forma acentuada o erro.
Neste caso, os tensores sdo dados por:

a)Parametrizacdo candnica (o* 1,0% )
R1212=0,3435266989 107’

b)Reparametrizagio (In(c* 1),K" In(c® ; +Ko? 1))
Ry212=0

(0'2 1,02 2) (11’1(02 1),1(.1 11‘1(0‘2 1 +K022))
K .1390304059 10”7 0
Tabela 2. escalar de Ricci para o caso de componentes de duas Varidncias

Um fato notavel ocorre: as expressdes matematicas dos simbolos de Christofell
da reparametriza¢do sdo muito simplificados e ndo dependem dos pardmetros; podemos
supor que esse fato seja o principal responsavel pela alta precisdo obtida pela melhor
reparametrizagao.
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A tabela 2 mostra os valores do escalar de Ricci nas duas parametrizagdes. Mais
uma vez o0 menor escalar de Ricci se apresenta na melhor parametrizagdo dada por

(In(6® 1),K" In(6® | +Ko? 1))

3.Conexio entre o tensor de Riemann e dados censurados
Distribui¢do Weibull e Gumbel

Considerar o conjunto de dados de sobrevivéncia da tabela 3:

[39,4;45,3,49,2,49,4;51,3,52,0;53,2,53,2;54,9,55,5,57,1;57,2:57,5,59,2,61,0;62,
4,63,8;04,3,67.3,67,7]

Tabela 3. Dados de sobrevivéncia de n=20, cabos elétricos submetidos a um teste
industrial (valores de stress em KV/mm)

Para os dados da tabela 3, ajustamos uma distribuigdo Weibull com dois
pardmetros. O logaritmo da fungdo de verossimilhanga é dado por,

I(t, 00, B)=r In(B)-rBln(e)+(B-1) Ziep In(t)-=" =1 (&; /)P 2.3.1)

onde n é o tamanho amostral, r é o nimero de falhas observadas e D é o
conjunto com falhas observadas

Os dados foram censurados (censura tipo 1) sucessivamente a comegar do
ultimo. Calculamos os estimadores de maxima verossimilhanga para os parametros da
distribuigdo Weibull por Newton-Rhapson. Os resultados estdo na tabela 4.

Numero de censuras B* a’

0 9,1410 59,1245
1 8,6368 59,3190
2 38,1393 59,5754
3 7,7378 59,9238
4 7,3393 60,3533
) 6,9741 60,8825
6 6,6402 61,5246
7 6,3510 62,2909
8 6,1030 63,1917
9 5,8413 64,2769
10 5,5544 65,6176
11 5,3001 67,2268
12 5,0364 69,2455
13 4,8081 71,7057
14 4,5295 75,0517

Tabela 4. Parimetros da Weibull ajustada aos dados da tabela (3)

Calculamos, a partir desses valores o tensor de Riemann e do escalar de Ricci:
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Numero de censuras Ri212 K

0 -1327478336 €8 -.5931666930e-9
1 -4018560.208e7 -.2183482878¢-8
2 -1236043.169¢7 -.8081946598¢-8
3 -472914.4965 -.2428765857¢e-7
4 -182382.3142 -.7446953960e-7
5 -75967.57233 -.2173875275e-6
6 -34048.11220 -.6106008265¢-6
7 -16933.93620 -.1604671907¢-5
8 -9284.570148 -.4010053465¢e-5
9 -4996.745160 -.1127834733e-4
10 -2608.037973 -.3876128425¢e-4
11 -1524.669613 -.1477863129¢-3
12 -967.1168818 -.8574037853e-3
13 -863.5189383 -.1103966913e-1
14 2041.789140 4.910320893

Tabela 5. Tensores de Riemann e escalar de Ricci para o caso de dados com censuras na

Weibull

E usual o estatistico trabalhar com tempos na escala logaritmica. Trata-se da

parametrizagdo Gumbel ou de valor extremo:

x=In(t)
u=In(a)
b=1/8
w,-=(xj-u)/b

f(xj;u,b)=1/b exp[(w;)-exp(w;)]

Na reparametrizagdo Gumbel temos os seguintes valores do tensor de Riemann e

do escalar de Ricci

Numero de censuras Riz212 K

0 .1022650525¢e15 -.7796923450e-7
1 .2124366788e14 -.1635238900e-6
2 .4420286415e13 -.3429564385e-6
3 .1212664106e13 -.6329923715e-6
4 .3300531935e12 -.1167264845e-5
5 .9790905860e11 -.2058407487e-5
6 .3151488948el 1 -.3480175755e-5
7/ .1151076671el1 -.5537005850e-5
8 4731173678el10 -.8338452483e-5
9 1828756058e10 -.1282249444e-4
10 636815235.8e9 -.2042961922e-4
11 .2601258878¢e-3 -.1976520866e-3
12 86680759.28e8 -.4848218800e-4
13 34125372.80e8 -.7227065603e-4
14 10847722.89¢e8 -.1154189020e-3

Tabela 6:Tensores de Riemann e escalar de Ricci para distribuigio Gumbel com o

numero crescente de censuras
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Comparando-se os resultados das tabelas S e 6, concluimos que a parametrizagio
Gumbel apresenta menores valores de curvatura do que a parametrizagdo Weibull.

Qutro fato interessante é que a curvatura em ambos 08 casos aumenta com o
aumento da censura, apesar desse aumento ndo se apresentar de forma mondtona.

3.Conclusdes

A medida de curvatura escalar de Ricci mostra-se bastante adequada e coerente
com os resultados da aproximagdo de Laplace: parametriza¢des que levam a melhores

aproximagdes de Laplace tém curvaturas menores.
O escalar de Ricci mostra-se sensivel ao nimero de censuras crescentes numa

amostra. Amostras com mais censuras geram curvaturas maiores. No caso especifico de
dados analisados que se adequaram aos modelos Weibull e a Gumbell, a Gumbell

mostrou curvaturas menores.
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