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Resumo. Este trabalho apresenta uma nova abordagem para reconstrugdo de curvas e su-
perficies a partir de nuvem de pontos. A metodologia aqui apresentada utiliza teoria de Morse
discreta e sua principal vantagem em relagdo as técnicas encontradas na literatura é uma
consideravel diminui¢do na quantidade de operacées geométricas envolvidas no processo de
reconstrugdo, fato que torna o algoritmo mais rapido e menos sujeito a instabilidades de or-
dem numérica. Além de descrevermos nossa nova metodologia, este artigo também apresenta
comparagbes com as técnicas mais conhecidas da literatura, bem como garantias tedricas de
reconstrugao.
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1. INTRODUCAO

O problema de se obter uma aproximagao linear por partes a partir de amostras de uma
curva (ou superficie) tem sido foco de recente pesquisa em modelagem geométrica, influen-
ciando diversas aplicagdes, como geragdo de malhas para simulagdes de escoamento de fluidos
em dominios complexos, visualizagdo de conjuntos complexos de dados e muitas outras. Este
problema também ¢ conhecido na literatura, como reconstrugdo a partir de nuvem de pontos.

A entrada para este tipo de problema consiste, tipicamente em um conjunto de pontos
(nuvem de pontos) gerados a partir de dados extraidos de radares, sondas sismicas, pontos
amostrados em superficies implicitas e principalmente através de scanners tridimensionais.

Apesar da falta de informagoes topoldgicas e geométricas, varios algoritmos tém sido de-
senvolvidos para resolver tal problema (Amenta and Bern, 1998; Amenta et al., 1998a; Amenta
and Choi, 1999; Amenta et al., 2001; Edelsbrunner, 1996; Dey et al., 1999; Giesen, 2002). Em-
bora a maioria dos algoritmos descritos na literatura tenham obtido relativo sucesso, poucos
avangos foram feitos no sentido de minimizar a quantidade de calculos geométricos envolvidos
no processo de reconstrugao.

Neste trabalho apresentamos uma nova técnica de reconstrugao a partir de nuvem de pontos
que utiliza conceitos topoldgicos, ao invés de geométricos na concep¢ao de um novo algoritmo,
obtendo uma diminuigéo consideravel no tempo computacional.

A fim de fornecer uma visdo geral das técnicas descritas na literatura, a se¢do dois apre-
senta, resumidamente, os principais algoritmos dedicados a reconstrugao, tanto bidimensionais
quanto tridimensionais; a segdo trés apresenta os conceitos matematicos fundamentais para o
entendimento do restante do texto; a se¢do quatro descreve um algoritmo de reconsrugédo de cur-
vas no plano a partir de uma nuvem de pontos, fornece garantias tedricas sobre a reconstrugao
e apresenta alguns resultados computacionais; a se¢do cinco descreve a extensao do mesmo
algoritmo para o caso tridimensional, mostrando comparagdes com os principais algoritmos
da literatura; a segdo seis discute os resultados e aponta os caminhos a seguir em termos de
trabalhos futuros.

2. TRABALHOS CORRELATOS

Nesta se¢do resumiremos os principais algoritmos dedicados a reconstrugdo a partir de
nuvem de pontos, enfatizando suas vantagens e desvantagens. Como nosso algoritmo pode ser
adaptado tanto para curvas, como para superficies, dividiremos esta se¢do em duas partes; a
primeira tratando dos algoritmos bidimensionais e a segunda dos algoritmos tridimensionais.

2.1 Trabalhos Correlatos Bidimensionais.

Em poucas palavras, algoritmos de reconstrugdo bidimensionais se propde a encontrar, a
partir de um conjunto P de amostras, um poligono (ou um conjunto de poligonos) que aproxima
a curva original a partir do qual as amostras foram extraidas. Neste caso, a reconstrugdo deve
conectar as amostras na mesma ordem em que elas estdo posicionadas ao longo da curva. Em
duas dimensdes, existe uma grande quantidade de algoritmos dedicados a este problema.

Uma das primeiras tentativas de reconstruir curvas (e superficies) a partir de uma nuvem
de pontos foi o algoritmo a-shape de Edelsbrunner and Miicke (1994). Comegando com a
triangulag@o de Delaunay do conjunto de amostras, o a-shape remove todos os simplexos que
nao estdo contidos em uma esfera vazia de amostras de raio «. Embora o a-shape seja simples
de implementar, ele s6 funciona bem para conjuntos uniformemente amostrados, uma vez que
o mesmo valor de « € aplicado em todo o conjunto de pontos.

Da mesma forma que o a-shape, o algoritmo J-skeleton (Kirkpatrick and Radke, 1985)



extrai os poligonos que se ajustam ao conjunto de pontos usando esferas vazias e a triangulagio
de Delaunay. Nesta abordagem, regides proibidas definidas através de esferas vazias fornecem
a aproximagao poligonal da curva. O (J-skeleton, que ¢ definido apenas no caso bidimensional,
€ muito simples de implementar, mas apresenta as mesmas desvantagens do a-shape.

O primeiro algoritmo a apresentar uma reconstrugéio satisfatoria e com garantias tedricas
foi o Crust de Amenta et al. (1998a). Sob uma taxa de amostragem adequada, ele assegura que é
possivel construir uma aproximagao poligonal correta para uma curva fechada usando, além das
amostras, os vértices de Voronoi calculados a partir destes pontos. O Crust funciona para con-
juntos de pontos que ndo sdo uniformemente amostrados, reduzindo a intervengdo do usuério
durante o processo de reconstru¢do. A instabilidade dos célculos geométricos necessarios para
calcular os vértices de Voronoi € a principal desvantagem desta técnica. Além disso, o algo-
ritmo deve construir duas triangulagdes de Delaunay, uma para calcular os vértices de Voronoi
e outra para gerar o Crust, aumentando o custo computacional. Outra contribuigdo apresentada
em Amenta et al. (1998a) é um melhoramento no algoritmo (-skeleton, estabelecendo uma
fundamentag@o tedrica que assegura, para um valor especifico de 3, uma reconstrugéo correta.

O Power Crust (Amenta et al., 2001), um aprimoramento do algoritmo Crust, emprega
um tipo de diagrama de Voronoi com pesos, chamado Power diagrama, para calcular uma
aproximagao linear por partes de uma curva suave. O Power Crust também apresenta garan-
tias tedricas de gerar uma reconstru¢ao correta, apresentando resultados melhores que os do
Crust. Um problema com o Power Crust ¢ a instabilidade numérica dos célculos geométricos
realizados no Power diagrama. Na prética, diferentes resultados podem ser obtidos quando
perturbagdes sdo aplicadas as amostras, caracterizando instabilidade do método.

Baseado no Crust, Dey et al. (1999) apresentam um algoritmo que reconstrdi tanto curvas
fechadas quanto arcos. Embora este algoritmo exija uma taxa de amostragem menos rigida,
ele pode ndo assegurar a reconstrugdo correta do objeto original. Outra desvantagem desse
método é a grande quantidade de testes geométricos realizados por ele, além da triangulagio
de Delaunay, o algoritmo faz um refinamento em um grafo de Gabriel, o qual utiliza muitas
operagdes geométricas.

O primeiro trabalho a garantir a reconstrugdo correta para curvas nao suaves € apresentado
em Giesen (1999), que assegura a correta reconstrug@o utilizando o algoritmo do caixeiro vi-
ajante, o que torna essa abordagem computacionalmente muito cara. Althaus and Mehlhorn
(2000) melhoraram o algoritmo de Giesen mostrando que, sob uma taxa de amostragem ade-
quada, o problema do caixeiro viajante pode ser resolvido em tempo polinomial.

2.2 Trabalhos Correlatos Tridimensionais

Nos ultimos anos, o problema de reconstrugao tridimensional tem recebido crescente atengao,
tanto de pesquisadores da area de Computagdo Gréfica, quanto de pesquisadores da area de
Geometria Computacional.

O problema se tornou conhecido através do artigo de Hoppe et al. (1992), o qual apresenta
um algoritmo que reconstréi a superficie como o conjunto de zeros de uma fung¢do distdncia
com sinal. Esta abordagem nZo consegue capturar detalhes finos da superficie. Curless and
Levoy (1996) apresentaram uma extensao deste algoritmo capaz de capturar tais detalhes, no
entanto, o algoritmo utiliza informagdes adicionais, além das amostras.

Recentemente, pesquisadores da drea de Geometria Computacional t€ém baseado seus algo-
ritmos em triangulagdo de Delaunay. A idéia central dessa classe de algoritmos € partir de um
complexo simplicial gerado pela triangulagdo de Delaunay das amostras e, de alguma forma,
“esculpir” esse complexo simplicial até obter uma reconstrugio satisfatéria da superficie origi-
nal. Estes algoritmos sdo conhecidos na literatura como algoritmos de esculpimento.



Boissonnat (1984) apresentou o primeiro algoritmo de esculpimento conhecido. Seu al-
goritmo elimina tetraedros e tridngulos que violam um critério pré-estabelecido. Entretanto,
este algoritmo funciona apenas para superficies de genus zero e, além disso, possui um custo
computacional muito elevado (N?log N, segundo o proprio autor).

O algoritmo «-shape de Edelsbrunner and Miicke (1994) possui sua versdo tridimensional,
porém, como na versdo bidimensional, ¢ extremamente dependente do pardmetro a, o que o
torna 0til apenas para amostragens com densidade uniforme. Teichmann and Capps (1998)
apresentaram uma extensido do a-shape que varia automaticamente o valor de o de acordo com
a densidade da amostragem. Entretanto, esta abordagem necessita dos vetores normais nas
amostras e, além disso, nenhuma garantia tedrica sobre a reconstrugado € apresentada.

Amenta and Bern (1998) apresentaram o primeiro algoritmo tridimensional com garantias
tedricas. Tal algoritmo € uma extensdo do Crust bidimensional. Além das duas triangulagdes
de Delaunay, necessérias para gerar o Crust, essa abordagem ainda necessita calcular os pélos,
isto €, os vértices de Voronoi que estdo mais proximos do eixo medial, o que acaba gerando
mais instabilidade numérica. Posteriormente Amenta et al. (2002) apresentaram uma elegante
simplificagao deste algoritmo. Esta nova abordagem é chamada de Cocone e necessita de ape-
nas uma triangulagio de Delaunay para gerar a reconstru¢ao, e ainda preserva as mesmas garan-
tias tedricas do Crust. Na pratica, o Cocone gera buracos indesejaveis no objeto reconstruido.
Para solucionar este problema, o algoritmo Tight Cocone (Dey and Goswami, 2003) foi desen-
volvido. Fortemente baseado no Cocone, o Tight Cocone consegue gerar uma superficie sem
buracos, entretanto, ndo consegue capturar mais de uma componente conexa. O Power Crust
(Amenta et al., 2001) também possui sua versdo tridimensional, com as mesmas vantagens e
desvantagens da versdo bidimensional.

Edelsbrunner usa a teoria de Morse classica, isto €, para o caso continuo, para obter um
algoritmo de reconstrugdo de curvas (superficies) a partir de nuvem de pontos (Edelsbrunner,
1996). Embora a técnica de Edelsbrunner tenha uma fundamentagédo topologica, a topologia é
usada apenas para deduzir os calculos geomeétricos executados pelo algoritmo. Outra desvan-
tagem dessa metodologia € ndo apresentar garantias teéricas de uma reconstrugdo correta. Es-
sas duas caracteristicas distinguem esta abordagem da nossa, a qual propde um algoritmo de
reconstrug@o baseado em teoria de Morse discreta e emprega ferramentas topolégicas nado ape-
nas no passo inicial, mas em todo o processo. Nossa abordagem evita cilculos geométricos
durante o processo de reconstrug@o, tornando-o mais simples, mais rapido e mais robusto. Adi-
cionalmente, provamos para o caso bidimensional que, sob uma taxa de amostragem adequada,
nosso algoritmo produz uma correta reconstrugio do objeto original.

3. CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Esta se¢do introduz os conceitos basicos e a terminologia usada no restante do texto.

Seja C uma curva suave e fechada em R?. O conjunto dos centros de esferas vazias tocando
pelo menos dois pontos de C' ¢ chamado de eixo medial. O local feature size de um ponto p em
C, denotado Lfs(p), é a distdncia de p até o eixo medial de C. Um conjunto finito de pontos
S C C é uma r-amostragem se a distancia de qualquer ponto p € C até o ponto mais proximo
de S é no maximo r x [fs(p). Neste caso, diz-se que C ¢ r-amostrada.

Observagio 3.1 As mesmas defini¢des acima valem para superficies fechadas e suaves em R®.

Duas amostras a e b de S sdo ditas adjacentes se e somente se existe um arco de C' o qual
nio contém pontos de S além de a e b. ’

Dado um conjunto de pontos .S em R", uma triangulagao de S ¢ um complexo simplicial n-
dimensional K cujos vértices séo pontos de S e a unido dos simplexos em K € o fecho convexo



de S. Se o circuncirculo de cada simplexo de K ndo contém pontos de S em seu interior, K é
chamado de triangulagdo de Delaunay.

Seja K um complexo simplicial e f : K — R uma fungao real definida em K. f ¢ dita ser
uma fungdao de Morse discreta (Forman, 2002) se para todo simplexo d-dimensional o € K:

#{B > o|f(B) < flo)} L1
#{y C a|f(v) = flo)} <1 (1)

onde [ ¢ um simplexo (d + 1)-dimensional contendo o, y € um simplexo (d — 1)-dimensional
contido em o e # € o simbolo que representa o nimero de elementos de um determinado
conjunto.

A defini¢do acima diz que uma fung@o de Morse discreta deve associar valores mais altos
a simplexos de maior dimensdo com no maximo uma exce¢ao a cada simplexo.

Outro importante conceito presente em nossa abordagem € o de simplexo critico. Um
simplexo d-dimensional o € K € critico se

#{B D o|f(B)<f(o)}=0
#{v C o|f(v) = f(a)}=0 ()

Em outras palavras, isto significa que, na “vizinhang¢a” de o, a fungdo de Morse discreta é
crescente com relag@o a dimensao.

Observe que simplexos regulares (um simplexo € dito regular se ele ndo ¢ critico) aparecem
em pares,isto €, se o € um simplexo regular d-dimensional entdo ou existe um simplexo (d+1)-
dimensional 3 D o tal que f(3) < f(o) ou existe um simplexo (d — 1)-dimensional v C o tal
que f(v) > f(o). Dado uma fungdo de Morse discreta f, denotamos o par formado por dois
simplexos o € 3, ¢ C 3 por (a,0);.

Uma importante propriedade provada em Forman (2002) € que um simplexo regular forma
um par com apenas um simplexo, isto é, os pares (o,0)s € (v,0)5, onde f§ D o D < ndo
existem simultaneamente. E facil ver que simplexos criticos ndo formam par com nenhum
outro simplexo.

Sejam V e E os conjuntos de vértices e de arestas de um complexo simplicial K e seja
f uma fung¢@o de Morse discreta definida sobre K. O conjunto Im (V) = {e € E|3v €
Ve (v,e)s}, chamado de campo gradiente nos vértices, desempenha um papel essencial em
nosso algoritmo. Im (V) € o conjunto de arestas regulares associados aos vértices re-
gulares e, como mostraremos na se¢do seguinte, usando uma fungdo de Morse apropriada,
I'm (V') gera uma primeira aproximagao poligonal para a curva C'.

Da mesma forma, considere E e F' os conjuntos de arestas e de tridngulos de um com-
plexo simplicial K. Chamaremos de Im (E) = {t € F|3e € Ee (e,t)s} o campo gradiente
nas arestas. Este campo gradiente também terd um papel importante em nosso algoritmo tridi-
mensional.

4. RECONSTRUCAO DE CURVAS

Como mencionamos anteriormente, o algoritmo de reconstrugdo aqui proposto ¢ baseado
em teoria de Morse discreta. A idéia deste algoritmo € obter a aproximag@o poligonal de uma
curva por meio da analise das arestas criticas e regulares para uma determinada fungdo de Morse
definida sobre a triangulagdo de Delaunay das amostras.

Antes de apresentarmos o algoritmo propriamente dito, definiremos formalmente a fungao
de Morse discreta empregada nesta técnica.

Sejam S um conjunto de amostras de uma curva fechada e suave C C R?, DT a triangulagio
de Delaunay de S, e [(e) o comprimento de uma aresta e € DT'. Sejam também V, E e T o
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conjunto de vértices, arestas e tridngulos de DT, respectivamente. Definimos uma fungdo de
Morse discreta f : DT — R como segue:

1. para cada tidngulot € T, f(t) = max{l(e)|e C t}
2. paracadaarestae € E, f(e) = l(e).
3. para cada vértice v € V, f(v) = min{l(e) | v € e}.

E facil ver que a definigio acima satisfaz as propriedades de fungdo de Morse discreta (ver
a definigdo (1)). Os possiveis valores ambiguos, que poderiam aparecer em tridngulos isosceles
ou equilateros s@o eliminados por uma pequena perturbagdo em [(e).

Um fato interessante derivado da definigdo acima € que os vértices de S ou sdo criticos ou
formam pares com arestas de DT de tal forma que I'm (V') € o conjunto das “menores arestas”
em DT'. Como veremos, embora essenciais, estas arestas ndo sdo suficientes para garantir
a reconstrug@o correta do objeto original, de forma que, além da I'm (V'), usaremos algumas
arestas criticas, como mostrado no seguinte algoritmo:

Algoritmo 1 Reconstrugdo de curvas
(Para um conjunto S de amostras )
1. Calcule a triangulagio de Delaunay de S.
2. Defina a fungdo de Morse discreta f como descrevemos anteriormente.

3. Calcule I'm (V).
4. Para cada amostra s contida em apenas uma aresta de I'm (V'), calcule a menor aresta
critica incidente em s. Seja F, o conjunto de todas estas arestas criticas.

5. Retorne G = E. U Im (V)

O conjunto de arestas G retornado pelo algoritmo 1 € a reconstrugdo poligonal da curva
suave C'. Como na se¢do 3., assumimos que a curva suave original C' € uma curva fechada sim-
ples, a aproximagdo poligonal G também deve ser simples (sem auto-intersecgdes) e fechada.

A figura 1 mostra o resultado do algoritmo. A figura la) apresenta o conjunto de arestas
regulares, isto é, as arestas em ['m (V). As arestas criticas que completam a reconstrugdo sdo
mostradas nas figuras 1b) e a reconstrugdo completa na figura 1c).

P ZEEN
o 3 i
J) B \
i el - /
7 ' R
L L & 4 &g
A, A 3

B == g

Figura 1: Reconstrugdo de um pato. a) arestas na Im (V); b) arestas criticas; ¢) Curva final.

Observe que este procedimento ndo ¢ equivalente a tomar as duas menores arestas in-
cidentes em cada amostra. Na figura 2, onde as flechas representam o campo vetorial em
cada aresta, pode ser visto que a segunda menor aresta incidente a amostra p ndo faz parte
da reconstrugdo e ndo ¢ capturada pelo algoritmo porque ndo € uma aresta critica.



Figura 2: Arestas incidentes a uma amostra

A complexidade computacional do algoritmo 1 ¢ dominada pela triangulagdo de Delau-
nay, uma vez que a fungdo de Morse discreta e os elementos criticos e regulares podem ser
computados em O(n), onde n é o nimero de amostras.

A seguir discutiremos a demonstra¢ao de que, sob uma taxa de amostragem adequada, G é
na verdade, uma correta reconstrugao da curva original C.

4.1 Garantias Teoricas

Com objetivo de garantir a correta reconstru¢do poligonal, assume-se que o conjunto de
amostras P ¢ uma r-amostragem de uma curva fechada simples C'.
Iniciamos a segdo estabelecendo trés resultados demosntrados em Amenta et al. (1998a).

Lema 4.2 (Amenta et al., 1998a) Seja C uma curva fechada suave em R?. Qualquer disco B
que intersecta C' em pelo menos duas componentes conexas contém pelo menos um ponto do
eixo medial de C.

Lema 4.3 (Amenta et al., 1998a) Seja C uma curva suave e r-amostrada em R* comr < 1. O
angulo entre trés amostras adjacentes é pelo menos m — 4 arcsin(r/2).

Teorema 4.4 (Amentaet al., 1998a) A distdancia de um ponto p em uma curva suave r-amostrada
’ v 78 re
C até a reconstrugao poligonal de C é no maximo (%)L fs(p).

O lema seguinte apresenta uma importante propriedade que relaciona a distancia entre
amostras e seus respectivos [ fs.

Lema 4.5 [fs(p) < lfs(q) + l(Pq) para quaisquer dois pontos p e q em P.

Demonstracdo. seja ¢ o ponto do eixo medial tal que Ifs(q) = I(qq), segue que [fs(p) <
U(pg) < Ufs(q) +1U(pg). w

Lema 4.6 Seja e = ab uma aresta conectando duas amostras adjacentes a e b. Se r < 1 entdo
l(e) < i%’—;lfs (a).

Demonstragdo. O bissetor perpendicular de e intersecta C' em pelo menos dois pontos.
Seja p o ponto de intersecgdo contido no arco de C definido por a,p, e b e que nao contém
nenhum outro ponto de P além de a e de b.

Seja B o disco centrado em p com raio [(pa) = I(pb). B intersecta C ou em apenas uma
componente conexa ou em mais de uma componente. Se ocorrer a intersec¢do em mais de
uma componente, pelo lema 4.2, o raio de B deve ser maior do que o [fs(p), dessa forma,
l(pa) > lfs(p), contrariando a condi¢do de r-amostragem. Assim, B N C gera apenas um arco
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de C. Pelo lema 4.5 temos [ fs(p) < [fs(a)+1(pa) < Ifs(a)+rxIfs(p),entdolfs(p) < lfls_(‘:).
O lema segue desde que (e) < 2r x Ifs(p). m

Proposi¢io 4.7 Seja e = ab uma aresta de DT tal que b é a amostra mais proxima adjacente
aa Ser < 3 entdoe € Im (V).

Demonstragio. Seja p como na demosntarg¢do do lema 4.6. Sem perda de generalidade,
podemos assumir { fs(p) = 1. O teorema 4.4 assegura que a distancia de p até e é no maximo

%, desta forma, l(e) < 2r4/1 — % A bola B’ centrada em a com raio [ (e) ndo contém pontos
de P em seu interior além de a e b. De fato, se existir uma amostra ¢ no interior de B’, ou ¢
¢ adjacente a b ou c pertence a4 um arco de C' intersectado por B’. No primeiro caso o dngulo
definido por abc € menor que 7 /2, contrariando o lema 4.3. Se c pertence & um arco de C, pelo
lema 4.2, B’ contém pelo menos um ponto do eixo medial de C em seu interior. Note que a

distdncia de p até a € menordo que r x Ifs(p) =requer+i(e) =r+2ry/1 — % < 1, dessa
forma, B’ esta contida na bola unitéria centrada em p (figure 3), que ndo contém pontos do eixo

medial em seu interior. Entdo, e € a menor aresta incidente a a, assegurando que e € I'm (V).
i

Figura 3: Aresta na I'm(V)

A proposigao acima € extremamente importante, desde que ela assegura que cada amostra
se conecta, através de seu campo vetorial, com sua amostra adjacente mais proxima. Além
disso, a proposigdo garante também que toda amostra esta contida em pelo menos uma aresta
na I'm(V).

A préxima proposigao € o ingrediente final para assegurar a reconstrugdo correta fornecida
pelo nosso algoritmo.

Proposi¢iao 4.8 Seja e = ab uma aresta conectando duas amostras em uma curva suave r-
amostrada C, com v < 3. Se e ¢ Im (V) entdo e é uma aresta critica de f. Além disso, ¢ é a
menor aresta critica incidente tanto em a quanto em b.

Demonstra¢do. Suponha que ¢ ¢ Im (V) ndo é uma aresta critica, isto €, e ¢ a maior
aresta de algum tridngulo ¢ € DT. Seja c um vértice de ¢ que ndo ¢ incidente a e e seja
B o circuncirculo de ¢ (figure 4). Pelo lema 4.3, sabemos que ¢ ndo ¢ adjacente nem a a
nem a b. Entdo, B intersecta C' em mais de uma componente conexa, logo, pelo lema 4.2, B
contém um ponto z do eixo medial de C' em seu interior. Como r < 1, z deve estar na regido



de B entre e e c, dessa forma, [ (e) > Ifs(a). Como l(e) < £=Ifs(a) (lema 4.6), temos
Ifs(a) <l(e) < #1fs(a) contrariando a hipotese de r < 1.

Suponha agora que existe outra aresta critica ¢/, menor que e, contendo a. A bola que
tem €' como seu didmetro contém um ponto do eixo medial em seu interior, desta forma ,
Ifs(a) < Il(e’). Como l(¢') < I(e) < $#=1fs(a), entdo r > 3, novamente contrariando a
hipotese. m

Figura 4: Proposigdo 4.8
O préximo teorema € uma consequéncia imediata das proposigoes 4.7 e 4.8.

Teorema 4.9 Se r < % entdo as arestas de G conectam exatamente cada par de amostras
adjacentes de P.

E importante notar que amostragem exigida pelo teorema 4.9 ¢ melhor do que as descritas
na literatura, tornando nosso algoritmo mais confiavel em aplicagdes praticas, como apresenta
a proxima seg¢ao.

4.10Resultados

Nesta se¢do, apresentamos os resultados do nosso algoritmo quando aplicado em proble-
mas praticos. Também o comparamos com alguns resultados de outros métodos de reconstrugio
bidimensionais, a saber, Crust, Beta-skeleton, € Power-Crust. Os algoritmos foram implemen-
tados em C++ e um conjunto de amostras de um mapa do Brasil foi utilizado como entrada de
dados durante as comparagdes e os testes foram realizados em um processador Intel Pentium
I1I de 1.0 Ghz.

A figura 5 mostra os resultados obtidos com cada algoritmo. O melhor resultado foi obtido
pelo nosso algoritmo e pelo Power-Crust, como pode ser visto nas figuras 5b) e d), respecti-
vamente. Como pode ser visto na figura 5c), o algoritmo Crust perde algumas arestas, gerando
um conjunto de curvas abertas. O Beta-skeleton retorna uma reconstrugao bastante insatisfatoria
(figura Se ).

A tabela 1 apresenta os tempos de processamento gastos por cada algoritmo. Podemos ver
que nosso algoritmo € por volta de quinze vezes mais rapido que o Power Crust, o tnico, além
do nosso, a produzir uma reconstrugdo satisfatéria. Embora o Beta-skeleton tenha apresentado
uma performance similar ao nosso, seus resultados foram desastrosos.

Outro fato importante que merece ser mencionado ¢ a instabilidade numérica apresentada
pelo Power-Crust. Perturbando alguns pontos proximos da ilha de Maraj6 (observe a figura
6a)), o Power-Crust conectou o continente a ilha, como mostrado na figura 6b). Com a mesma
perturbagio, nosso algoritmo ainda produziu uma reconstrugdo correta, como na figura 5b).
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Figura 5: Reconstru¢do do mapa do Brasil: a) Conjunto de amostras; b) Nosso algoritmo; ¢) Crust; d)
Power-Crust; ¢) Beta-skeleton

Tabela 1: Tempo de execugdo dos algoritmos bidimensionais.

Algoritmo Tempo (s)
Nosso Algoritmo 0,032
Power-Crust 0,484
Crust 0,359

Beta-Skeleton 0,032

Os resultados, tanto teéricos quanto praticos, permitem concluir que a reconstrugdo uti-
lizando fungdes de Morse discreta representa um avango para reconstru¢do 2D a partir de nu-
vem de pontos, uma vez que preserva as boas propriedades dos melhores algoritmos, a saber:
garantias tedricas, robustez e performance computacional.

5. RECONSTRUCAO DE SUPERFICIES

Os resultados obtidos no caso bidimensional foram bastante animadores e serviram para
nos dar a intui¢ao necessaria para a solug@o do problema tridimensional.

Varios passos foram dados durante a extensdo do nosso algoritmo para o caso tridimen-
sional. O principal deles foi decidir qual fungdo de Morse discreta seria mais adequada. Algu-
mas medidas foram testadas como: perimetro, area e E%, mas a versao final define a
fun¢do de Morse nos tridngulos como o circunraio dos mesmos, desta forma, cada aresta aponta
para a face de menor circunraio o que tem mostrado 6timos resultados praticos.

Um problema encontrado no caso tridimensional, discutido em varios algoritmos da liter-
atura (Amenta and Bern, 1998; Amenta et al., 1998a; Amenta and Choi, 1999; Amenta et al.,
2001, 2002) é o uso de uma triangulagdo de Delaunay robusta e confidvel. Optamos pela

triangulagdo de Delaunay encontrada na biblioteca CGAL (2004). A biblioteca CGAL ¢é um
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Figura 6: Instabilidade numérica do Power-Crust

conjunto de classes escritas em C++ para a manipulagao de estruturas e algoritmos geométricos.
Seu objetivo ¢ fornecer estruturas de dados e algoritmos geométricos robustos, confidveis e
faceis de usar.

Outro problema que merece ser mencionado € o de selecionar as arestas adequadas para a
reconstrugdo. Observe que no caso bidimensional o algoritmo captura as arestas a partir dos
vértices (amostras), além disso, todas as amostras fazem parte da curva. Uma extensdo natural
para este algoritmo seria capturar as faces a partir das arestas. O principal problema desta
metodologia € que nem todas as arestas fazem parte do contorno, uma vez que trabalhamos
com um complexo simplicial de dimensao trés, com vértices, arestas, tridngulos e tetraedros.
Giesen (2002), em seu trabalho, utiliza as arestas do grafo de Gabriel como aproximagéo inicial,
mas isso representa um calculo geomeétrico que tentamos evitar em nossa abordagem. Nossa
solugdo foi partir de um conjunto inicial de arestas, as quais sabemos pertencer a reconstrugao
da superficie e em seguida ir adicionando arestas a este conjunto a medida que selecionamos as
faces pertencente a reconstrugao.

5.1 Algoritmo

Descrevemos a seguir o algoritmo desenvolvido para o processo de reconstrugdo de su-
perficies em R3. Exatamente como no algoritmo bidimensional, a idéia deste algoritmo é cons-
truir uma aproximagao linear por partes de uma determinada superficie M, a partir da analise
de faces criticas e regulares de uma especifica fungdo de Morse definida sobre a triangulagdo de
Delaunay das amostras.

Antes de apresentarmos o algoritmo propriamente dito, definiremos formalmente a fungio
de Morse utilizada.

Sejam P um conjunto de amostras de uma superficie fechada e suave M C R3, DT a
triangulagdo de Delaunay de P, e r(t) o circunraio de um tridngulo t € DT. Sejam também
V, E, T e C o conjunto de vértices, arestas, tridngulos e células (tetraedros) de DT, respectiva-
mente. Definimos uma fung@o de Morse discreta f : DT — R como segue:

1. para cadacélulac € C, f(c) = max {f(t)|t C c}.
2. para cada tridngulot € T, f(t) = ().
3. paracadaarestae € F, f (¢) = min{f(t)|e C t}.

4. para cada vérticev € V, f (v) = 0.
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Embora a defingdo da fungio de Morse nos vértices nio seja relevante para nosso algoritmo,
ela € necessaria para tornar a teoria correta. Novamente, como no caso bidimensional, os
possiveis valores ambiguos podem ser solucionados com uma pequena perturbagdo em 7 (t) .

Algoritmo 2 Reconstrug@o de superficies.
(Para um conjunto P de amostras. )

1. Calcule a triangulag@o de Delaunay de P.
2N =0E=)
3. Defina a fungdo de Morse discreta f como descrevemos acima.
4. Para cada amostrap € P.
Calcule a menor aresta e incidente em p e adicione e ao conjunto E,,.
Fim do Para
5. Enquanto houverem arestas ndo visitadas em £, Faca
5.1 Para cada aresta e ndo visitada em E, Faca
5.1.1 Marque a aresta e como visitada.
5.1.2 Se existir t € Im(E) e contendo e Entao
N := NU{t}
Adicione a E,, as arestas de ¢t que ndo estavam em E,,. )
Fim do Se
Fim do Para
5.2 Para cada aresta e incidente a uma tinica face t € N Fac¢a
Considere a face critica ¢’ de menor circunraio incidente em e, tal que t’ ¢ N,
N:=NuU{t}).
Adicione a E, as arestas de ¢’ que ndo estavam em E,.
Fim do Para
Fim do Enquanto
6. Retorne V.

Outro problema relativamente comum presente em praticamente todos os algoritmos de
reconstrugao tridimensional que utilizam triangulagdo de Delaunay, € o problema do apareci-
mento de tetraedros s/iver. Um tetraedro s/iver € um tetraedro com uma razao de aspecto ruim
e ainda com um circunraio razoavelmente pequeno. Tal tetraedro € formado por quatro vértices
quase igualmente espagados e proximos ao equador de sua circunsfera como pode ser visto na
figura 7.

Figura 7: Tetraedro Sliver

O principal problema deste tipo de tetraedro € que ele possui todas as faces quase do mesmo
tamanho e, consequentemente, ¢ facil introduzir faces erradas como parte da reconstrugdo. Dey
et al. (2001) argumentam que varios algoritmos de reconstru¢@o, dentre eles o Crust (Amenta
et al., 1998a) e o Cocone (Amenta et al., 2002), selecionam um conjunto de faces que sdo as

13



“candidatas” a reconstrugdo, executando em uma etapa de pds processamento a “extragdo” da
variedade. Este pds-processamento trata, entre outras coisas, do problema dos tetraedros sliver.
Um exemplo da ocorréncia deste problema pode ser observado na figura 8.

Figura 8: (Dey et al., 2001) Etapa de extracdo da variedade

Nossa solugdo para este problema foi evitar que ele aconteca durante a execugdo do al-
goritmo, evitando assim o poés-processamento. Antes de adicionarmos uma face no conjunto
de saida, um teste verifica se acontece alguma situagdo semelhante a da figura 8, caso isso
acontega, a face ndo ¢ adicionada.

5.2 Resultados Computacionais

Apresentamos aqui alguns exemplos do nosso algoritmo em funcionamento. Realizamos
algumas comparagdes preliminares com alguns algoritmos encontrados na literatura, a saber, o
Crust, o Power Crust, o Cocone e o Tight Cocone. Todos os algoritmos foram implementados
em C++ e utilizam a triangulagdo de Delaunay da biblioteca CGAL. Os algoritmos Crust e
Power Crust foram implementados por Gois (2004) como parte de seu projeto de mestrado. Ja
os algoritmos Cocone e Tight Cocone nos foram gentilmente cedidos por Dey. Os testes foram
realizados em um processador Intel Pentium III de 1.0 Ghz.

Escolhemos alguns modelos com grandes quantidades de pontos ¢ medimos o tempo de
processamento de cada algoritmo. Desconsideramos o tempo da triangulagdo de Delaunay, ja
que ela € passo inicial de todos os algoritmos citados. Os modelos, reconstruidos com o nosso
algoritmo, sdo mostrados na figura 9 e as comparagdes de velocidades podem ser vistas na
tabela 2. Observamos que nosso algoritmo se mostrou mais rapido que todos os outros, com

Tabela 2: Tempo de execugdo dos algoritmos tridimensionais

é%_—' Crust Power Crust Cocone Tight Cocone Nosso Algoritmo
Cavalo (9697 pts) 620,766 s 335,703 s 11,297s 10,1515 3,984 s

N6 (13321 pts) 888,765s 545,979 s 16,594 s 14,266 s 5,563 s

Coelho (35947 pts) 2.258,57s 1.29891s  44,297s 355s 16,578 s

Dragdo (54707 pts) 3.821,13s 2.279,76 s 82,439s 60,563 s 27,437 s

qualidade igual ou superior aos demais.

6. Garantias Tedricas

Nosso objetivo aqui € apresentar garantias tedricas para nosso algoritmo de reconstrugao
tridimensional. Assumimos que P C R? é uma r-amostragem de uma superficie S e que P
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Figura 9: a) Cavalo b) N6 c) Coelho d) Dragdo

estd em posi¢do geral. Vamos mostrar que o espaco gerado pelas faces capturadas pelo nosso
algoritmo é homeomorfo a superficie S.
6.1 Homeomorfismo

Consideraremos S uma superficie suave sem auto-intersecgdes, P uma r-amostragem de S

er< (il

Lema 6.2 (Amenta et al., 1998b) Para quaisquer dois pontos p e q em S com d(p,q) <
pmin{lfs(p),lfs(q)}, para p < 3, o dngulo entre as normais a S nos pontos p e q é no
maximo 1—_"5;.

Lema 6.3 (Amenta et al., 1998b) Sejap € P. V (p) N S esta contida em uma bola de raio
7=Lfs (p) centrada em p.

Lema 6.4 (Amenta et al., 1998b) Seja y um ponto qualquer em V), tal que d (p,y) > 6lfs(p)
para § > . O dngulo entre Y en, ondey é o vetor py e n, é o vetor normal a S em p, é

menor que arcseno (5(1_r)) + arcsen (1) .

Corolario 6.5 (Amenta et al., 1998b) Para qualquer y em V,, tal que o O angulo entre ye ny é
maior que arcseno (Tlr—ﬁ) + arcsen (=) ad (y,p) < 6lfs(p).
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Estes dois ultimos resultados dio a idéia de que a célula de Voronoi tridimensional de uma
amostra s deve ser “fina” e “comprida”.

Teorema 6.6 (Amenta and Choi, 1999) Seja r (t) o circunraio de um triangulo Delaunay res-
trito t. Para qualquer vértice p det, 1 (t) < =1fs (p).

Um resultado imprescindivel em nossa demosntragdo é de que as faces capturadas pelo
nosso algoritmo tenham circunraio pequeno. Observe que nosso algoritmo captura dois tipos
de faces. Faces que sdo campo vetorial de arestas e faces criticas. Vamos analisar separadamente
cada tipo.

Dado um vértice p em um complexo simplicial, uma vizinhanga de p é um conjunto de
simplexos incidentes a p.

Definicdo 6.7 (Adamy et al., 2000) Um umbrella U, de uma amostra p é uma vizinhanca de
p homeomorfa a um disco fechado de dimensao 2 e de tal forma que p nao faga parte de seu
bordo (veja figura 10).

(a) (b <)

Figura 10: (Adamy et al., 2000) (a). umbrella, (b) e (c) sdo contra-exemplos.

Observe que, quando r < 0.1, U, aproxima localmente a superficie S em p.

Lema 6.8 Seja puma amostra e q sua amostra mais proxima. Parar < 0.1 a aresta conectando
p e q é Delaunay restrita.

Demonstra¢io. Suponha por absurdo que e = pq ndo seja Delaunay restrita. Como
r < 0.1, existe uma superficie /N linear por partes composta apenas por tridngulos Delaunay
restritos e homeomorfa a superficie S. Existe ainda, um umbrella U,, composto por triangulos
Delaunay restritos, que € homeomorfo a uma vizinhanga de p em S (veja figura 11). Como e
ndo ¢ Delaunay restrita, ela ndo pertence a nenhum tridngulo de U, no entanto, todas a arestas
que contém p e pertencem aos tridngulos de U, tem comprimento de no maximo fT'rlr fs(p),
pois este ¢ limitado pelo circunraio do tridngulo. Como e é a menor aresta contendo p, seu
comrpimento também € menor que 1= fs (p) e, além disso, ela ndo conecta p com nenhum de
suas amostras adjacentes sobre S. Considere B a bola que tem e como seu diametro. B toca a
superficie S em pelo menos duas componentes conexas, portanto contém pontos do eixo medial,
e além disso, tem raio menor que ;=/fs (p), o que contraria a hipotese de r-amostragem para

r<0.1. m

Lema 6.9 Seja e uma aresta Delaunay restrita e V (e) o seu campo vetorial. Entao V (e) é um
triangulo com circunraio menor que =1 fs (p) onde p é um vértice qualquer de e.
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Figura 11: Vizinhanga de uma amostra.

Demonstra¢ao. Note que, para r < 0.1, e possui dois tridngulos Delaunay restritos, e
portanto com circunraio menor que ;=[fs (p). Se V' (e) ndo for nenhum deles, teré circunraio
menor do que o circunraio de ambos. m

Lema 6.10 Seja e uma aresta Delaunay restita incidente a uma unica face t € N de tal forma

que t é campo vetorial de uma de suas arestas. Entdo a menor face criticat' incidente em e tem
< g . - s oo

circunraio menor que =1 fs (p) onde p é um vértice qualquer de e.

Demonstragdo. A face ¢ incidente em e possui circunraio menor que t=Ifs(p). Como
r < 0.1 existem pelo menos duas faces incidentes em e com circunraio menor que =1 fs (p).
Seja f a face de circunraio menor que ;=(fs (p) incidente em e e distinta de ¢t. Se f for a face
capturada pelo algoritmo, entdo f = t’ e ndo ha nada a provar. Caso contrario, significa que
existe uma face critica t/, com r (t') < r (f) < ;=:Ifs(p) que sera capturada pelo algoritmo.
[ ]

Os dois resultados acima, mostram que os dois tipos de faces capturadas pelo nosso algo-
ritmo tém circunraio pequeno. Isto € um fator essencial no restante das demonstragoes.

O proéximo resultado € bastante semelhante ao resultado de Amenta e Bern que prova que
triangulos ”pequenos” sdo “chatos”.

Lema 6.11 Seja p o vértice de um triangulo t com maior dngulo interno e n, a normal a S
em p. Se t possui circunraio menor que =l fs (p), entdo seu vetor normal forma um dngulo
menor que o + arcsen (\/%sen (2a)) com n, onde a < arcsen ().

Demonstragao. Considere as bolas C; e C; ambas com raio [ fs (p) tangentes 4 S em p,
mas uma de cada lado de S. Seja D a bola tendo ¢ em seu plano diametral. Observe que o raio
ro de D € igual ao raio do circuncirculo de ¢. Os circulos resultantes da intersecg¢do de D com
M, e M, serdo denotados por C) e C, respectivamente (ver figura 12). a reta normal a S em p
passa por mq, centro de M;. Esta normal forma um 4ngulo menor que o com as normais aos

planos de C; e Cs, onde:

a < arcsen .
lpm|

/i
< arcsen ( )
l—r
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Como este limite superior também ¢ valido para o plano de Cs, segue os planos de C; e C,
forman uma cunha (vamos chama-la de W) com um angulo menor que 2a.

Os verticies de ¢ € s de ¢ ndo podem estar dentro de M) ou M, o que significa que ¢
esta completamente contido na cunha W. Considere trés planos contendo p; 7, o plano de
t, m, o plano de C}, 7y, 0 plano de C5. A intersec¢do de uma esfera unitaria centrada em
p com os trés planos citados acima definem um tridngulo esférico uvw que pode ser visto
no lado direito da figura 12. onde u, v ¢ w sdo os pontos de intersec¢do das retas m; N 7o,
m Ny € m N 7y com a esféra unitdria. Sem perda de generalidade, podemos assumir que o
angulo Zuvw < Zuwv. Temos o0s seguin tes fatos: O comprimento de arco de wwv, que
sera denotado por |wv| é de pelo menos § uma vez que p foi assumido que p tinha o maior
angulo interno em ¢ e ¢ estd completamente contido na cunha W; o dngulo esférico Zvuw nio
¢ maior que 2. De fato, estamos interessados no angulo esférico § = Zuvw que é também
o dngulo diedral entre os planos de C e de t. Utilzando a lei dos senos da geometria esférica
temos que sen (8) = sen (Juw|) %‘i—fﬁ'ﬂ;—l";) < sen (Juwl) ﬁﬁ)—% Se I < |wy| < &, temos
B < arcsen (%sen (2a)). Por outro lado, se tivermos 2 < |wv| < , usamos o fato de que
|w| + |uw| < 7 desde que Zvuw < 2a < § para um r suficientemente pequeno. Neste caso,

senlluwl) 7 | ogo, B < arcsen (%sen (2a)) N

sen(|wvl)

Figura 12: Prova do Lema 6.11

Mostraremos um homeomorfismo entre S e uma variedade linear por partes N formada
pelos tridngulos “candidatos” capturados pelo nosso algoritmo. Inicialmente vamos definir o
homeomorfismo explicitamente por meio de uma fungdo. Primeiro definimos uma aplicagao
1 R® — S, em seguida consideraremos sua restrigdo a variedade N. Seja p : R® — S uma
aplicagdo que leva cada ponto p € R® no ponto mais proximo de S. A restrigdo de y a variedade
N seré denotada por pp.

Lema 6.12 A restrigdo de u a superficie N é uma fungdo continua e bem definida

Demonstragio. As descontinuidades de u, como aplicagdo de R3 em S, estdo exatamente
nos pontos do eixo medial. Se algum ponto ¢ tiver mais de um ponto mais préximo sobre a
superficie S, ¢ seria um ponto do eixo medial . Mas segue de resultados anteriores que qualquer
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ponto ¢ € N estd a uma distdncia menor que ;=[fs (p) de um vértice de tridngulo p € S, para

r < 0.1. Como N ¢ uma superficie continua e evita pontos do eixo medial, uy é continua em
N. m

O préximo passo € mostrar que uy € “bem comportada” sobre as amostras e que esse
“bom comportamento” se estende para o interior de cada tridngulo.

Lema 6.13 Seja p uma amostra e m o centro de uma bola M de raio lfs (p) tangente a su-
perficie S no ponto p. Nenhum triangulo "candidato” intersecta o segmento pm.

Demonstragio. A fim de intersectar o segmento pm, um tridngulo candidato ¢, assim como
sua menor bola vazia de pontos D, teriam que intersectar M. Seja H o plano do circulo onde
os bordos de M e D se intersectam. O plano H decompde a bola M em duas partes disjuntas:
M*=MNH', M~ = M N H~ juntamente com o disco M N H, onde H* e H~ sdo os dois
semi-espagos abertos delimitados por H. Da mesma forma, D também ¢ decomposto por H em
D™, D~ e DN H. Segue de um resultado de geometria difirencial que se M C Dt entdo D* e
M~ estdo em lados opostos de H. Sem perda de generalidade, vamos assumir que M+ C D*.

Os vértices de t estdo sobre a superficie S e, portanto, ndo no interior de M,t C D*. Como
D é Delaunay, p ndo pode estar no interior de D e portanto p ¢ M ™. Precisamos mostrar que
m também ndo pertence a M *(veja figura 13). De fato, se m estiver em M+ C D* o raio de D
seria de pelo menos 31 fs (p') contrariando o teorema 6.6. Desta forma, p, mm e por consequéncia
o segmento pm estdo completamente contidos em M~ provando que H separa t do segmento
pm. |

Ve p

< i

Figura 13: Prova do Lema 6.13

Corolario 6.14 4 fungdo py € injetiva sobre o conjunto P.

Na sequéncia mostraremos que, na verdade, j.y € injetora em todo V. Antes disso, neces-
sitamos de mais um resultado técnico.

Lema 6.15 Seja q um ponto sobre um triangulot € N. O dngulo entre n,, normal a superficie
Semx = uy (q), e a normal de t mede no maximo 43.814° parar < 0.07

Demonstrac¢ido. Seja p o vértice de ¢ com maior angulo interno. A distincia de p até ¢
¢ no maximo IZT"TI fs(p). Observe que un (¢) = z € o ponto de S mais proximo de g, logo
d(q,z) < —=Ifs(p). Observe que a distincia e p até¢ x € maximizada quando o éngulo Zpqx

1-r

19



¢ reto. Podemos concluir que d (p,z) < \/gr:—rlfs (p) < 0.16831 x Ifs (p) parar < 0.07.
Da propriedade Lipschitz de I fs (.) podemos concluir que [fs (p) < 1.2024 x Ifs (z). Desta
forma d (p,z) < 0.20238 x Ifs(z). Aplicando o lema 6.2 para p = 0.202 38 obtemos que
o dngulo entre n, e n, ¢ de no maximo 29. 516°. Pelo lema 6.11 o angulo entre a normal do
tridngulo ¢ e n, € de no maximo 14. 298°, para r < 0.07 entdo n, e a normal de ¢ formam um
angulo de no maximo 43.814°. m

Da mesma forma que no artigo de Amenta et al. (2002), iremos assumir como hipétese de
que dois tridngulos adjacentes se encontram em um vértice (ou aresta) comum em um angulo
maior que 7. Definimos dois tridngulos adjacentes se eles compartilham pelo menos um vértice.
Esta hipotese tem a fungdo de eliminar variedades com cantos excessivamente agudos.

A demonstrag@o se segue em trés passos. Vamos mostrar, em primeiro lugar, que uy induz
um homeomorfismo em cada tridngulo; na sequéncia, em cada par de tridngulos adjacentes e
finalmente, em N como um todo.

Lema 6.16 Seja U uma regido contida em um triangulot € N ou em triangulos adjacentes de
N. A fungao py define um homeomorfismo entre U e uy (U) C S.

Demonstragao. Sabemos que iy € continua e estd bem definida em U, portanto, basta
mostrar que py € injetora. Vamos mostrar, em primeiro lugar, que yy € injetora em um tridngulo
t. Suponha que existam dois pontos, g e y € t com puy (y) = pn (g). Os pontos g, uy (q) €
y sdo colineares e estdo na reta suporte do vetor normal a S em uy (q), caso contrério, haveria
uma violag@o na condi¢do de de r-amostragem. Como ¢ contém o segmento de reta entre g € y
isso contradiz o lema 6.15.

Agora vamos considerar o caso em que U ndo estd completamente contido em um unico
triangulo. Suponha, por absurdo, que existam dois pontos g € y em U tais que uy (y) =
iy (g¢) = z e seja v um vértice comum aos tridangulos que contém U. Desde que py € injetora
em um tnico tridngulo, significa que g e y estdo em tridngulos distintos, digamos t, e t,. Seja
n, o vetor normal em z. Considere [ a reta suporte de n,. Esta reta deve intersectar a regido U
pelo menos duas vezes. Se ¢ e y ndo forem adjacentes ao longo de [ basta redefinir g para que
isto seja verdade. Consideremos agora, a orientagdo da regiao U de acordo com o polo (vértice
de Voronoi mais distante) em v. Ou [ atravessa /N de dentro para fora e volta para dentro, ou de
fora para dentro e volta para fora, o que significa que os dois tridngulos possuem orientag¢des
opostas.

Os angulos entre as normais dos tridngulos g4, ¢, € n, sdo de no maximo 43.814° (lema
6.15), isto €, os tridngulos sdao perfurados por n, quase perpendicularmente. Desde que os
dois tridngulos possuem orientagdes opostas, o dngulo entre suas duas normais ¢ de pelo menos
m—87. 628, significando que t, e t,, se encontram em um angulo obtuso. Isto contraria a hipotese
assumida anteriormente. W

Terminamos nossa demonstraga@o utilizando um teorema da topologia.
Teorema 6.17 A fungdo uy define um homeomorfismo da triangulagdo N para a superficie S.
Demonstragdo. Considere puy (N) = S’ C S. Vamos, em primeiro lugar, mostrar que
(N, un) € um espago de recobrimento para S’. De maneira informal, podemos pensar que
(N, un) € um espago de recobrimento de S’ se v leva N em S’ de maneira suave sem nenhuma

dobra ou outro tipo de singularidade; Detalhes sobre esses tipos de singularidades podem ser
encontrados em Massey (1967), capitulo 5. Mostrar que (N, zn) € um espago de recobrimento
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Figura 14: Demonstragdo do lema 6.16

3

sobre S’ é um resultado mais fraco do que mostrar que 1y ¢ um homeomorfismo. Um espago
de recobrimento admite, por exemplo, que varias componentes conexas de /N sejam levadas na
mesma componente conexa de S’. A reta real, por exemplo, é um espago de recobrimento da
esfera s'.

Formalmente, (N, uy) € um espago de recobrimento de S’ se, para todo = € S’, existe uma
vizinhanga elementar V;, conexa por caminhos e contendo z de tal forma que cada componente
conexa por caminhos de uy' (V;) € levada homeomorficamente em V;, por .

Vamos construir uma vizinhanga elementar de z. Note que o conjunto de pontos { uy' (z)}
€ ndo vazio e finito, desde que existe somente um niimero finito de tridngulos em V.

Para cada ponto ¢ em ,u;,l (z) considere uma vizinhanga aberta U, contendo g e suficiente-
mente pequeno para que U, esteja contido apenas nos tridngulos que contém g.

Afirmamos que py leva U, homeomorficamente em py (Uy) , uma vez que ela é continua
e injetora (lema 6.16). Seja U’ (z) = N, j @) HN (U,) a intersecgdo da imagem de cada um
dos U,. U’ (z) ¢ a interse¢do de um niimero finito de conjuntos abertos, portanto ele € aberto e
anda contém z. Podemos extrair de U’ () um disco V, contendo x e conexo por caminhos de
forma que pjy' (Vi) € um subconjunto de algum U,. em tridngulos adjacentes e, pelo lema 6.16,
¢ injetora. Logo, (NN, un) € um espago de recobrimento de 5"

Mostraremos agora que sy define um homeomorfismo entre N e S’. Para isto, basta
mostrar que py € injetora. Considere uma componente conexa G de S’. Um teorema da
Topologia Algébrica (veja Massey (1967), capitulo 5 lema 3.4) garante que quando (N, uy)
é um espago de recobrimento de S’, os conjuntos uy' (z) para todo 0 z € G tem a mesma
cardinalidade. Usaremos o fato de que .y € injetora em toda a amostra (consequéncia do lema
6.15). Como cada componente conexa de S’ contém varias amostras, concluimos que py €
injetora em todo V.

Finalmente é necessario mostrar que S = S’. Temos que S’ ¢ um conjunto compacto
(limitado e fechado) pois NV 0 é. Sendo assim, S’ ndo pode incluir parte de uma componente
conexa de S, e entdo, S’ deve consistir de um subconjunto de componente conexas de S. Desde
que cada componente conexa de S contém uma amostra s (de fato contém varias), e puy (s) = s,
Todas as componentes conexas de S estdo em S’, portanto S’ = S e consequentemente N e S
sdo homeomorfos. ®
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7. CONCLUSOES E ATTIVIDADES FUTURAS

Um aspecto que merece ser estudado é o comportamento do algoritmo na presenga de
ruidos. Também temos inten¢do de testd-lo quando combinado com alguma técnica de eliminagdo
de tetraedros slivers.

Finalmente, enfatizamos que nossa técnica de reconstrugdo através de fun¢des de Morse
discretas, tanto bidimensional quanto tridimensional, apresenta resultados empolgantes e certa-
mente, por se tratar de uma técnica baseada em topologia ao invés de geometria, representa um
significativo avango nesta drea de pesquisa.
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